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Актуалност и мотивировка на темата

Математическите модели и техните компютърни реа-
лизации са в основата на прогреса в световните научни
изследвания и преди всичко в разнообразните инженерни
практики. Едни от най-прилаганите методи в споменати-
те компютърни реализации са числените методи от ва-
риационен тип. Техен най-сполучлив и популярен пред-
ставител е методът на крайните елементи (МКЕ). Раз-
витието му е пряко свързано с неговата математическа
теория, която активно използва средствата на прилож-
ния функционален анализ [11, 15].

Дисертацията е посветена на важни въпроси от съвре-
менния числов анализ. Нека най-напред да припомним
двете основни цели на изчислителната математика:

• Да се създават и анализират методи и въз основа
на тях да се предлагат алгоритми с възможно по-
голяма точност. Това означава, че числовата реали-
зация на математическия модел ще се изпълни с по-
голяма скорост и по-сигурно ще възпроизведе съот-
ветния физически модел.

• Да се изучават и предлагат числени методи, които
са възможно по-лесни за осмисляне и прилагане при
конкретни пресмятания. Като цяло, за тях е необ-
ходима относително по-проста алгоритмизация и по-
малко изчислителен ресурс.
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Веднага се вижда взаимната противоречивост на пос-
тавените по-горе две изисквания. Обикновено за получа-
ване на процедури с висок ред на сходимост се налага ус-
ложняване на алгоритъма и използване на по-прецизен и
дълбок математически апарат. Затова историята на раз-
витието на числените методи е един непрекъснат стре-
меж към намиране на разумен и прецизен компромис
между добра точност и проста реализация.

А сега да разгледаме как стои този въпрос при раз-
личните видове и модификации на методите на крайни-
те елементи. Като основен числен метод от вариационен
тип, МКЕ решава редица приложни задачи с голям обем
изчисления (large scale computations). Освен това резул-
тиращите алгебрични системи имат матрици с разредена
структура (sparce matrices). Поне теоретично е предел-
но ясно, че с увеличаване степента на апроксимиращите
полиноми се увеличава и точността на метода, но оче-
видно решаването на съответната алгебрична система се
усложнява [11, 28]. В процеса на преценка за избор на
подход при реализиране на конкретна задача важна роля
играе изискването за гладкост на функциите от крайное-
лементното пространство [5, 15]. В този избор се включ-
ва и факторът "масов потребител", който се проявява
чрез комерсиални софтуери, каквито са разнообразните
CAD/CAM системи. Поне от инженерна гледна точка,
предпочитанията клонят по-скоро към удовлетворяване-
то на второто изискване – за простота при реализацията
на МКЕ.

В последните години една от най-важните стъпки за
хармонизиране на точност и практическа приложимост
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на МКЕ е развитието на ефективни апостериорни про-
цедури за ускоряване на сходимостта на приближеното
към точното решение [1, 5]. Основната идея, а именно
първоначално да използваме възможно по-прости край-
ни елементи, а след това да преработим полученото приб-
лижено решение, има решаваща роля.

И все пак на дневен ред стоят редица предизвикателст-
ва, пред които МКЕ е изправен. Тези предизвикателства
се изразяват преди всичко в утвърждаване и доразви-
ване на достигнатите позиции в неговата математическа
теория. Ето защо мотивите за разработването на настоя-
щия дисертационен труд са повече от сериозни и основа-
телни. Те могат да бъдат резюмирани по следния начин:
• Все още недооценена е ролята на математическия мо-
дел при решаване на задачи от практиката. Вариаци-
онните методи допускат нееднозначност в изводите и
тълкуването на интегралните тъждества (различни-
те билинейни форми);

• Интерес за практиката представляват някои елип-
тични задачи с нестандартни гранични условия. Тези
условия се появяват върху вътрешни граници и/или
имат нелокален (разпределен) характер. МКЕ се оказ-
ва благоприятен за тяхното изследване;

• В последните години е засилен интересът към изпол-
зване на неконформни крайни елементи. Остават за
изследване редица въпроси за сходимост и приложи-
мост на неконформния МКЕ.

Актуалността на въпросите, застъпени в дисертация-
та, се потвърждава от големия брой публикации в спе-
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циализирани научни списания от последните години по
сходни проблеми.

Основни въпроси и цел на дисертационния труд

Дисертацията засяга разнообразни подходи, които са
свързани или с елиптични диференциални уравнения от
втори и четвърти ред, или с динамични задачи, чийто
анализ е пряко свързан със спектъра на основния елип-
тичен оператор. Стремежът е там, където е възможно,
да се даде общ подход на изследване за различни гра-
нични задачи.

В представения дисертационен труд е даден акцент
върху приближаването на спектъра на елиптични опера-
тори от втори и четвърти ред. Този факт не е случаен.
Новите тенденции в математическата теория на МКЕ,
както вече отбелязахме, се отнасят към решаване на по-
сложни и нестандартни гранични задачи, както и към
намиране на ефективни апостериорни процедури. Това
от своя страна е свързано и с предлагане и изучаване на
нови (конформни и неконформни) крайни елементи. Из-
вестно е също, че динамичните гранични задачи от вто-
ри и четвърти ред могат да бъдат по-адекватно интерп-
ретирани посредством спектъра на основния елиптичен
оператор.

Наред с казаното дотук се налага да изкажем и ос-
новната философия при излагане на новите подходи при
анализ на граничните задачи по МКЕ. Тя е, че е по-добре
методите да бъдат прилагани чрез елементи от по-ниска
степен, а ефектът да се търси алгоритмично чрез съ-
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четаване на нови елементи и подходящи апостериорни
процедури!

В дисертацията се разглеждат няколко различни под-
хода в МКЕ, които ще изброим по-долу. Някои от идеите
са приложими за произволен числен метод от вариацио-
нен тип.
Основните въпроси, разглеждани в дисертацията,

са:

• Изследване на елиптични спектрални задачи от чет-
върти ред. Доказване свойства на смесената едно-
мерна и многомерна вариационна задача, както и
възможността за ускоряване на сходимостта в МКЕ
за бихармоничната спектрална задача.

• Изучаване на интегро-диференциални уравнения в
теорията на вискоеластичността с цел вариационно-
то им представяне в смесена формулировка и полу-
чаване оценки за устойчивост.

• Представяне и анализиране на нови подходи в МКЕ
за елиптични задачи с "нестандартни" гранични ус-
ловия. Такива са преходните и нелокални условия
върху граници, които могат да бъдат и вътрешни за
областта. Този въпрос се пренася и върху елиптична
задача, чиито области се припокриват.

• Развитие на неконформния МКЕ чрез доказване вли-
янието на интегралните степени на свобода върху
сходимостта и приложимостта на метода.

• Математически модели и вариационни аспекти в те-
орията на тънките греди.
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Наред с изброените основни въпроси се засягат и ня-
кои съпътстващи, но важни за вариационните числени
методи проблеми. Такива са например изчислителните
аспекти за конкретен тип задачи и изучаване структу-
рата на съответните матрици. Също така, тук могат да
бъдат споменати и някои сравнителни характеристики
между различните конформни и неконформни подходи.

Целите на дисертацията са:

1. Да се докажат нови резултати, свързани с използва-
не на интегрални степени на свобода ( § 2.2, § 2.4, §
2.5, § 3.2, § 3.3, § 3.6, § 3.7, § 3.8, § 3.9, § 3.10).

2. Да се доразвият идеите и получат нови резултати в
теорията на суперсходящия апостериорен анализ (§
1.4, § 1.5, § 2.3, § 3.4, § 3.5, § 3.7).

3. Да се получи една възможно по-пълна картина на
смесени вариационни задачи от четвърти ред (§ 1.2,
§ 1.3, § 4.5).

4. Да се изследват конкретни инженерни задачи от те-
орията на еластичността (§ 1.6, § 4.2, § 4.3, § 4.4).

Методика на изследване

Изследванията, представени в дисертацията, се осно-
вават предимно на следните методи:

• Анализ на гранични задачи за диференциални и ин-
тегродиференциални уравнения;
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• Методите на приложния функционален анализ;

• Анализ в МКЕ в неговата h−версия и p−версия;

• Основни теореми, като: Теорема на Брамбъл-Хилберт,
Теорема на Стренг, Теорема за оценки на функцио-
нали;

• Техника за получаване на интерполационни полино-
ми и тяхното приложение за точността на МКЕ;

• Прилагане формулите на Грийн и минимаксния прин-
цип.

Представяне на резултатите

Повечето от резултатите в дисертационния труд са пред-
ставени на специализираните международни конферен-
ции:

• Large Scale Scientific Computations Sozopol, Bulgaria
2003; 2005; 2007; 2009; 2011 г.;

• Application of Mathematics in Technical and Natural
Sciences Sozopol, Bulgaria 2010 г.;

• Numerical Analysis and its Applications Ruse, Bulgaria
2004; Lozenetz, Bulgaria 2008 г.;

• European Finite Element Fair Pavia, Italy 2005; Warwick,
UK 2010; Paris, France 2011 г.,

а също и на международните технически конференции:

• Research and Development in Mechanical Industry Užice,
Serbia 2008 г.;
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• International Conference UNITECH - Gabrovo, Bulgaria
2009; 2010; 2011 г.

Резултатите са докладвани и на:

• Семинар по изчислителна математика към ИИКТ-
БАН;

• Семинар по изчислителни методи в Технически уни-
верситет - Габрово;

• Annual Meeting of the Bulgarian Section of SIAM 2008;
2009; 2010 г.;

• Семинар на Finite Element Center - Chalmers University
of Technology, Sweden 2007; 2008 г.

Работата по дисертацията бе частично подпомогната
от следните проекти от НФНИ:

• ВУ-МИ 202/2006 "Адаптивни и йерархични алго-
ритми в метода на крайните елементи" ;

• ДО 02-147/2008 "Методи, алгоритми и софтуер-
ни средства за задачи с голяма размерност и йерар-
хични компютърни методи",

както и от проектите, финансирани от ТУ - Габрово:

• 5.2/2002 "Числов анализ за гранични задачи от ред
2m с приложения в механиката" ;

• Е822/2008;2009 "Числени методи за задачи от елек-
тротехниката" ;

• С1001/2010; 2011 "Компютърни пресмятания с
приложения в обучението и научните изследвания".
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Публикации

Резултатите от дисертационния труд са публикувани в
29 статии, от които 5 са самостоятелни, 17 са с един съав-
тор, 6 – с двама и една – с трима съавтори. 22 от статиите
са в списания с импакт-фактор или са в специализира-
ни международни издания по Изчислителна математика;
всички публикации са в реферирани издания.

Цитирания

Забелязани са над 50 цитирания на чужди автори.

Структура и обем на дисертационния труд

Дисертацията се състои от увод и четири глави. Тя
съдържа 300 страници, от които 16 страници литература,
включваща 149 заглавия; 18 таблици и 38 фигури.

Съдържание на дисертацията

Във всяка от четирите глави са представени различни
подходи за анализ и приложения на елиптични гранични
задачи от втори и/или четвърти ред. Върху тази основа
се предлагат методи и/или алгоритми, които са подкре-
пени с числови експерименти. Някои от идеите са при-
ложими за произволен метод от вариационен тип, а част
от числовите примери са реални задачи от инженерната
практика.
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Ще дадем кратко описание на основните резултати.

В Глава 1 се изследва и прилага смесеният МКЕ за
елиптични спектрални задачи от четвърти ред. Друга
задача, която се решава в тази глава, е апроксимация-
та на интегро-диференциалното уравнение на вискоелас-
тичността от втори ред, представено в смесена формули-
ровка.

Свойствата на билинейните форми и тяхната възмож-
ност за симетризация са важна част от прилагането на
числените методи от вариационен тип. Това особено ва-
жи за различните спектрални задачи [4]. Доказани са две
теореми, които дават достатъчни условия за симетризу-
емост и от там – реалност на спектъра за едномерни и
многомерни задачи от четвърти ред. Смесената форма
дава много по-голяма вариативност в слабата формули-
ровка.

Целта е да се получат резултати от възможно по-общ
характер. Така например в едномерния случай се диску-
тират шест различни гранични условия, които модели-
рат непринудени колебания на греда в различни реални
ситуации.

В последно време се утвърди тенденцията за получава-
не на ефективни апостериорни процедури, които подоб-
ряват значително алгоритъма и качеството на изчисли-
телния процес [1, 5]. В дисертацията е даден задълбочен
анализ на една оригинална апостериорна техника за ус-
коряване на сходимостта за бихармоничната спектрална
задача при прилагане на смесения МКЕ.

Известно е [12], че ако n ≥ 2 (n е степента на апрок-
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симиращите полиноми) и собствената функция u е от
пространството Hn+1(Ω), то

|λ− λh| ≤ Ch2n−2‖u‖n+1,Ω.

За напреженията на собствените функции имаме

‖σ − σh‖0,Ω ≤ Chn−1‖u‖n+1,Ω,

като в горните оценки, а и по-нататък долен индекс h

означава приближено решение по МКЕ.
Предлага се метод (Алгоритъм 1.1), който позволява

да се подобри точността. Това става за сметка на реша-
ване на допълнителна (и по-лесна) задача по МКЕ върху
по-фина мрежа, или с повишение на степента на апрок-
симиращите полиноми с една единица.

Тогава
|λ− λ̃h| ≤ Ch2n‖u‖n+1,Ω,

‖σ − σ̃h‖0,Ω ≤ Chn‖u‖n+1,Ω,

където λ̃h и σ̃h са новите приближения след прилагане
на апостериорната техника.

Смесеният МКЕ за задачи от четвърти ред е прило-
жим дори когато елементите са линейни. За разглежда-
ната бихармонична задача и n = 1, при оценка от опти-
мален порядък [23, 24]

|λ− λh| ≤ Ch1/2‖u‖2,Ω,

след прилагане на апостериорната процедура се доказва,
че

|λ− λ̃h| ≤ Ch‖u‖2,Ω.
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В главата се прави анализ на едно интегро- диферен-
циално хиперболично уравнение от втори ред със слабо
сингулярно интегрално ядро, което моделира динамика
на вискоеластични материали и демфиращи устройства.
В този клас от моделни задачи участват и диференциал-
ни оператори от дробен ред α ∈ (0, 1) [6, 7].

Доказват се оценки за устойчивост чрез трансформи-
ране на основното уравнение в смесена формулировка от
две уравнения от първи ред спрямо времевата промен-
лива, на която е намерено симетрично представяне. Така
при дискретизация по пространствената променлива x се
използва стандартен МКЕ, а по времевата променлива t

– прекъснат метод на Гальоркин. Накрая (Теорема 1.9)
се дава оценка на грешката след дискретизация.

Глава 2 е посветена на апроксимацията по МКЕ на
спектрални интерфейсни задачи [14]. Този тип задачи
се характеризира с това, че дефиниционната област Ω е
съставена от няколко подобласти, като между всеки две
съседни подобласти се определя преходно условие, т.е.
образува се вътрешна граница. Това е едно модерно и
бързо развиващо се направление в теорията на диферен-
циалните уравнения и, съответно, в числовия анализ за
приближаване на такива задачи. Голямото разнообразие
на модели е обединено от понятието нелокално условие.
Това означава, че върху обща част на две области реше-
нията, определени върху съответните области, съвпадат
глобално, т.е. техните интеграли върху общата част имат
една и съща стойност.
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В главата са разгледани четири типа спектрални за-
дачи от втори ред с нелокални условия:

• Интерфейсни задачи с преходни гранични условия
(transition condi- tions);

• Задачи със застъпващи се области (overlapping domains);

• Задачи с нелокални условия върху част от граница-
та;

• Контактни задачи.

Намерен е общ подход за изследване и числово реа-
лизиране на широк клас от споменатите по-горе задачи.
Доказва се как при използването на интегрални степени
на свобода може да се получи оптимален ред на сходи-
мост. В цялата втора глава се подчертава, че този подход
е много по-естествен в МКЕ за апроксимиране на спек-
трални гранични задачи с нелокални гранични условия.
Изследванията в тази глава доразвиват резултатите на
Ван Кеер и Де Шепер (виж [18, 19, 20, 21, 22, 31]).

Най-напред за задача, определена върху многокомпо-
нентна област Ω в равнината се използват квадратични
триъгълни или биквадратични Сирендипови елементи,
чиито степени на свобода са стойностите във върховете,
а също така и стойностите на интегралите върху стра-
ните. За всеки две съседни подобласти върху общата им
граница се дефинират нелокални условия на Дирихле

∫

Γi,k

[ui(s)− uk(s)] ds = 0, i, k ∈ {1, 2, . . . , M},
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където M е броят на подобластите.

След като дефинираме интерполационния оператор πh

от интегрален тип, оценките за съответната спектрал-
на задача следват от следната оценка: ако v ∈ H1

0(Ω) ∩
H3(Ω), v = (v1, v2, . . . , vM), vi ∈ Ωi, i = 1, 2, . . . , M , то

‖v − πhv‖m,Ω ≤ Ch3−m‖v‖3,Ω, m = 0, 1,

където

‖v‖k,Ω =

M∑
i=1

‖vi‖k,Ωi
за k ≥ 0.

При тази, както и при останалите задачи с нелокални
условия, техниката се основава на сравняване на интер-
поланта със стандартния Лагранжев интерполант.

Показано е, че използваният подход дава и още едно
предимство. Елементите могат да се обединят така, че
въздействайки върху вече намереното крайноелементно
решение да се получи приближение с много по-висока
точност. Тази идея беше развита след работите на Зен-
кевич иЖу (виж [33]). За обединението на четириъгълни
крайни елементи по четворки в макроелемент (patch) се
доказва повишен ред на сходимост. За собствените фун-
кции той е с един, а за собствените стойности – с два
порядъка по-висок, ако точното решение u е с по-висока
гладкост, а именно е от H5(Ω).

Задачата за определяне на спектъра на елиптичен опе-
ратор, когато дефиниционните области се застъпват, на-
мира широко приложение в теорията на топло- и масо-
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обмена [17]. Подходът с подходящи крайни елементи е
представен, когато имаме две области, т.е. Ω = Ω1 ∪ Ω2

и Ω1 ∩ Ω2 6= 0. Разгледани са случаите, когато Ω1 и Ω2

са два припокриващи се интервала (a1, b1) и (b2, a2), като
a1 < b2 < b1 < a2 или Ω е двукомпонентна област от
два застъпващи се правоъгълника Ω1 и Ω2 съответно с
граници ∂Ω1 и ∂Ω2. За спектралната задача от втори ред
е поставено и нелокално свързващо условие

∫

Ω1∩Ω2

[u1(x)− u2(x)] dx = 0,

където u1 и u2 са собствени функции, определени съот-
ветно върху Ω1 и Ω2.

При доказване на оптимален ред на сходимост с квад-
ратични/ биквадратични крайни елементи трябва да се
преодолеят редица технически трудности. Така Теорема
2.6 извежда основната оценка за близостта на произвол-
на функция от H3(Ω) и съответния ѝ интерполант както
за едномерния, така и за двумерния случай.

Следващите изследвания в Глава 2 са свързани с та-
ка наречените контактни задачи, при които общите им
части имат размерност с единица по-малка и там е зада-
дено свързващо условие от интегрален тип [16]. Изучена
е крайноелементната апроксимация на векторна спект-
рална задача между две едномерни тела. Доказва се оп-
тимален ред на точност и се дискутират изчислителни
аспекти на компютърната реализация при дискретиза-
ция по МКЕ.
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Резултатът в дисертацията за контактната задача съ-
ществено доразвива теорията на аналогичния проблем,
разгледан от Де Шепер и Ван Кеер [22]. Тук се използва
различен подход, както и елементи от по-висока степен
(квадратични вместо линейни), като целта е отново да се
използват интегрални степени на свобода.

Най-голямата по обем глава в дисертацията е Глава
3, която изследва различни по характер въпроси при из-
ползване на неконформни МКЕ. Интересът към такива
методи датира от много години [26, 27], но в последното
десетилетие те станаха обект на интензивни изследвания.
Това стана факт във връзка с някои благоприятни и дори
неочаквани възможности, които предоставиха неконфор-
мните крайни елементи. Оказва се, че те дават много по-
добра матрична структура за редица важни компютърни
пресмятания [25, 32], а също така по-лесно се осъщест-
вяват някои съвременни апостериорни процедури [1, 13].
Нека не забравяме, че неконформните методи са (засе-
га) единствената възможност за числено получаване на
долни граници на собствените стойности [3].

Всичко казано дотук е достатъчно предизвикателство
авторът да има амбицията и да се пострае да изследва
(с оглед нейните възможности) всичките изброени по-
горе проблеми. И действително: доказани са свойства,
характерни само за (определени) неконформни елемен-
ти; предложени са апостериорни техники за доказване на
суперсходимост; изучен е модифициран и популярен еле-
мент за решаване на задачи от четвърти ред; най-сетне,
отделено е подобаващо място на доказване и пресмята-
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не на долни граници за елиптични оператори от втори и
четвърти ред.

Най-напред, като спазим духа на предходната глава,
класическият и най-елементарен неконформен елемент
на Крузе-Равиар (C-R) се замества с неговия аналог, при
който интеграли по страните на триъгълника се вземат
за степени на свобода. По-нататък този елемент допуска
разширение (Extended C-R) с още една базисна функ-
ция, за да се превърне в непълен квадратичен елемент.
Техните два четириъгълни аналога - билинеен и него-
вото разширение, т.е. Qrot

1 и EQrot
1 , допълват картината

за следния резултат (свойство): Ако билинейната фор-
ма ah(·, ·) е породена от Лапласиана и функцията vh е
от крайноелементното пространство Vh, то за всяко v ∈
H2(Ω)∩H1

0 (Ω)) за споменатите четири неконформни еле-
мента е валидно равенството

ah(v − ihv, vh) = 0,

където ihv е съответният интерполант.
За малко по-общ елиптичен оператор горното неравен-

ство се превръща в оценка за суперблизост, по-точно в
O(h2).

Въпреки, че този резултат не изчерпва всички въз-
можни неконформни методи с това свойство, то той, за-
едно с интегралните степени на свобода, има пряко при-
ложение. То касае конструиране на ускоряваща сходи-
мостта апостериорна техника чрез интерполирани край-
ни елементи (patch-recovery technique). Доказват се оцен-
ки от тип суперсходимост и се дават практически (алго-
ритмични) правила за използване на процедурата.
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Теорема 3.6 и Алгоритъм 3.1 показват как и при как-
ви условия може да се повиши точността при спектрал-
ни задачи от втори ред посредством решаване на допъл-
нителна и по-проста задача. Първоначално използваме
неконформни елементи от възможно по-ниска степен на
приближаващите полиноми, а след това използваме кон-
формни елементи, които включват степените на свобода
на вече използваните неконформни елементи.

В Глава 3 се прави и задълбочен анализ на един нов ва-
риант на триъгълник на Зенкевич [8] (Z-елемент), който
е неконформен елемент за задачите от четвърти ред. До-
казват се теореми за определяне скоростта на сходимост
към точното решение както за бихармоничната гранична
задача, така и за съответната спектрална задача. Пока-
зано е и как чрез Z-елементи може да се получи по-добро
приближение на спектъра на бихармоничния оператор.

Най-голямо място е отделено на апроксимиране от-
долу на собствените стойности за оператори от втори и
четвърти ред. Известно е [4], че всеки конформен МКЕ
приближава тези стойности отгоре.

Направен е един възможно най-пълен обзор за получе-
ните досега резултати в това направление от учени, ра-
ботещи в областта на апроксимиране на спектрални за-
дачи посредством МКЕ. Доказва се, че C-R елементът с
интегрални степени на свобода апроксимира отдолу соб-
ствените стойности на Лапласиана.

Особено ценни са резултатите за намиране на долни
граници на собствените стойности за елиптичните опе-
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ратори от четвърти ред. Дискутира се това свойство за
елемента на Адини, елемента на Морли и за правоъгъл-
ния елемент на Морли. Не е известно в световната лите-
ратура да са извършвани такива числови експерименти
с правоъгълен неконформен елемент на Морли. Това е
направено в дисертацията с няколко стойности на отно-
шението на Поасон. Забелязва се, че приближената стой-
ност λh апроксимира точната стойност λ отдолу.

Накрая се доказва оригинален резултат за получава-
не на двустранна оценка на собственото число. Ако чрез
някой неконформен метод получим приближение на λ,
така че λh < λ, то чрез подходяща апостериорна про-
цедура и използване на конформен елемент може да се
получи друго приближение λ̃h, за което

λh < λ < λ̃h.

Този резултат е отразен в Алгоритъм 3.2.

Глава 4 има принос в математическото моделиране на
тънки греди, които са подложени на динамични натовар-
вания. Последващото числово моделиране има предвид
използването на МКЕ, но може да бъде отнесено към
произволен числен метод от вариационен тип. Споме-
натите задачи имат широко приложение в инженерната
практика. Достатъчно е да споменем за оразмеряване на
режещи инструменти в машиностроенето, или за различ-
ни гредови конструкции в строителната механика, върху
които въздействат променливи сили.

Една от основните цели в тази глава е да се напра-
ви прецизен извод на математическите модели, в които
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участва едномерна пространствена променлива x, а урав-
ненията са от четвърти ред и от хиперболичен вид [30].
Разглежданията в тази глава следват стратегия, която –
по убеждение на автора – е една от важните предпостав-
ки за развитие на съвременните математически методи и
за разширяване на тяхната роля и приложение в механи-
ката, а именно: при получаване на комплициран и труден
за теоретичен анализ и числово решаване модел да не се
преминава към опростенчески допускания, а да се из-
ползват разнообразните възможности и средства, които
математическата теория предоставя.

Първата задача, която е изследвана, е за греда вър-
ху еластична основа, като по-точно, тя е опряна на три
пружини. Върху нея въздейства променлива аксиална
сила P . Основната ни задача е да изведем математичес-
ки модел, който да е адекватен и удобен за прилагане
на числен метод. Целта е да се пресмятат динамичните
напрежения на гредата. Като използваме слаба форму-
лировка, могат да бъдат пресметнати по МКЕ и собстве-
ните стойности и функции на елиптичния оператор от
четвърти ред. Този резултат е полезен и за диагонали-
зиране на матриците на маса и коравина. Това свойство
следва от ортогоналността на собствените вектори. Ме-
тодът е познат като метод на нормалните форми [29, 30].

Важен случай от теорията на еластичността е, кога-
то гредата (или част от нея) е върху основа от Винкле-
ров тип. Нов момент в моделирането на такива обекти е,
че Винклеровата основа е разгледана като суперпозиция
от много на брой еластични опори (амортисьорни пру-
жини). При това положение е получен математическия

20



модел и съответната му вариационна формулировка.
Типичен пример за модел на греда върху Винклеро-

ва основа е моделът на свредло, закрепено в тричелюст-
ник. За пример е взето винтово свредло с цилиндрична
опашка. Тази задача има особеност, която е следната: не-
известната функция на преместването се налага да бъде
разделена на две компоненти – една, която отговаря на
свободната част на свредлото и друга, която е еластично
закрепена. Представена е изглаждаща процедура между
двете части с цел получаване на по-адекватен модел.

Получаването на вариационните модели за трите раз-
гледани задачи съдържа сериозни аналитични преобра-
зования. Освен това всяка от тях е подкрепена с числова
реализация, като конкретните примери са с реални па-
раметри, заимствани от инженерната практика (Пример
4.1, Пример 4.2 и Пример 4.3).

Последната – четвърта разглеждана в Глава 4 зада-
ча е посветена на някои вариационни аспекти на модел
на ветрогенераторна перка [9, 10]. Изведено е смесено
вариационно интегрално тъждество на перката, която е
разгледана като тънка еластична греда. Участващите би-
линейни форми са симетрични.

Преобладаващият характер на дисертацията е теоре-
тичен. Тя е посветена на различни въпроси от теорията
и приложенията на МКЕ. Получени са оценки, матема-
тически модели и алгоритми, които са свързани с елип-
тични оператори от втори и четвърти ред.
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nical Industry"RaDMI’08, Užice, Serbia (2008), 673-679.

[M14] A.B. Andreev, M.R. Racheva, Optimal order FEM for
a coupled eigenvalue problem on 2D overlapping domains,
Numerical Analysis and Its Applications, Springer LNCS
5434 (2009), 151-158.

[M15] A.B. Andreev, M.R. Racheva, New approach of FEM
for eigenvalue problems with non-local transition conditions,
Numerical Analysis and Its Applications, Springer LNCS
5434 (2009), 159-167.

[M16] A.B. Andreev, M. R. Racheva, Finite elements with
integral degrees of freedom, Gabrovo, International Confe-
rence UNITECH’09, 20-21 Nov. 2009, Vol. 3, III-480-III-484.

[M17] A.B. Andreev, M.R. Racheva, Non-conforming Z-type
FE for fourth-order problems: estimates and application,
Proceedings of 3rd Annual Meeting of the Bulgarian Section
of SIAM’08, 7-10, 2009.

[M18] A.B. Andreev, M.R. Racheva, Zienkiewicz-type finite
element applied to fourth-order problems, Springer LNCS
5910 (2010), 687-694.

[M19] A.B. Andreev, M.R. Racheva, Acceleration of con-
vergence for eigenpairs approximated by means of noncon-
forming finite element methods, Springer LNCS 5910 (2010),
695-702.

30



[M20] A. Andreev and M. Racheva, On a property of the
elliptic bilinear form by nonconforming finite elements, Gab-
rovo, International Conference UNITECH 2010, 19-20 Nov.
2010, Vol. 3, III-467-III-470.

[M21] A.B. Andreev, M.R. Racheva, A Zienkiewicz-type finite
element applied to fourth-order problems, Journal of Compu-
tational and Applied Mathematics, 235 (2010), 348-357.

[M22] A.B. Andreev, M.R. Racheva, Lower bounds for eigen-
values by nonconforming FEM on convex Domain, AIP Conf.
Proc. – November 25, 2010 - Vol. 1301, 361-369.

[M23] M. Racheva, Dynamic loads and stresses acting on
wind turbine blades, Journal of TU-Gabrovo, Vol. 42 (2011),
3-6.

[M24] M. Racheva, Stability estimate for fully discrete dy-
namic model of viscoelastic materials, Gabrovo, International
Conference UNITECH 2011, III357-III361, 2011.

[M25] M. Racheva, Mixed variational formulation for some
fourth order beam problems, Comp. rend. Acad. bulg. Sci.
Tome 64, No 11, 2011, 1525-1532.

[M26] A. Andreev, M. Racheva, Properties and estimates
of an integral type nonconforming finite element, Springer
LNCS 7116, 523-530, 2012.

31



[M27] A.B. Andreev, M.R. Racheva, Quadratic finite element
approximation of a contact eigenvalue problem, Springer
LNCS 7116, 531-538, 2012.

[M28] А.Б. Андреев, М.Р. Рачева, Нижние границы для
собственных значений и постобработка неконформным
методом конечных элементов (МКЭ) интегрального ти-
па, Сибирский журнал вычислительной математики, Т.
15, No 3, с. 235-249.

[M29] M.R. Racheva, Approximation from below of the exact
eigenvalues by means of nonconforming FEMs, Mathematica
Balkanica (to appear).

32



Избрани чужди цитирания на публикации, вклю-
чени в дисертационния труд

[M5] A. B. Andreev, R. D. Lazarov and M. R. Racheva,
Postprocessing and higher order convergence of mixed finite
element approximations of biharmonic eigenvalue problems,
JCAM, Vol. 182(2), 2005, 333-349.
1. Li Bingjie and Liu Sanyang, On gradient-type optimization
method utilizing mixed finite element approximation for op-
timal boundary control problem governed by biharmonic
equation, Applied Mathematics and Computation, Vol.186(2),
2007, pp. 1429-1440.
2. G.I. Tsamasphyros, S. Markolefas, D.A. Tsouvalas, Con-
vergence and performance of the h− and p−extensions with
mixed finite element C0−continuity formulations, for tension
and buckling of a gradient elastic beam, International Journal
of Solids and Structures, 44 (14-15), 2007, pp. 5056-5074.
3. В.В. Вербицкий, А.В. Вербицкий, Повышение скорос-
ти сходимости собственных значений конечно элемент-
ной апроксимации задачи о колебаниях пологой оболоч-
ки, Вiсник Одесък. Нац. Ун-ту. - 2008 - Т. 3, вип. 17.
Матем i мех. - C. 34-42.
4. H. Chen, S. Jia and H. Xie, Postprocessing and higher
order convergence for the mixed finite element approximations
of the Stokes eigenvalue problems, Applications of Mathe-
matics, Springer Netherlands, Vol. 54 (3), 2009, 237-250.
5. N. Nataraj, A mixed finite element method for fourth
order eigenvalue problems,Applied Mathematics and Com-
putation, Vol. 213(1), 2009, pp. 60-72.

33



6. X. Liu, Y. Huang, Z. Deng, The eigenvalue problems of
biharmonic equations, ACTAMATHEMATICA SCIENTIA,
Vol. 29(1), 2009, 57-69.
7. H. Chen, S. Jia and H. Xie, Postprocessing and higher
order convergence for the mixed finite element approximations
of the eigenvalue problem, Applied Numerical Mathematics,
Vol. 61, Issue 4 (2011), 615-629.

[M9] K. Adolfson, M. Enelund, S. Larsson and M. Racheva,
Discretization of integro-differential equations modelling dy-
namic fractional order viscoelasticity, Lecture Notes in Com-
puter Science, 2006, Volume 3743 (2006), 76-83.
1. M.E. Rognes, R. Winther, Mixed finite element methods
for linear viscoelasticity using weak symmetry, Mathematical
Models and Methods in Applied Sciences, Vol. 20, Issue
6(2010), pp. 955-985.
2. F. Saedpanah, A continuous space-time finite element
method for an integro-differential equation modeling dynamic
fractional order viscoelasticy, Preprint, Department of Ma-
thematical Sciences, Division of Mathematics, Chalmers Uni-
versity of Technology, University of Gothenburg, 1652-9715
; 2009:17.
3. M.E. Rognes, Mixed finite element methods with appli-
cations to viscoelasticity and gels, Series of dissertations
submitted to the Faculty of Mathematics and Natural Sciences,
University of Oslo Nr. 851, 2009, ISSN 1501-7710.
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Авторска справка

Получените в дисертацията резултати могат да се резю-
мират в следните няколко пункта:

1. Направен е пълен анализ за вариационните аспекти
на едномерни и многомерни спектрални задачи от чет-
върти ред в смесена формулировка. Предложена е нова
апостериорна техника за смесената бихармонична спек-
трална задача.
2. Получени са оценки за устойчивост при смесена

формулировка спрямо времевата променлива за задача
от вискоеластичността.

3. Представен и анализиран е нов подход в МКЕ чрез
елементи с интегрални степени на свобода за широк клас
спектрални задачи с "нестандартни" гранични условия.

4. Доказани са свойства на неконформните крайни
елементи и са приложени в апостериорните техники. Спе-
циално място е отделено на един модифициран вариант
на елемент на Зенкевич за елиптични уравнения от чет-
върти ред.

5. Дисертацията дава принос в получаване на долни
граници на собствените стойности за елиптични операто-
ри от втори и четвърти ред. За пръв път, в този аспект,
се извършват числови експерименти с вариант на право-
ъгълен аналог на елемент на Морли. Предложен е и ори-
гинален алгоритъм за получаване на двустранни оценки
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на собствените стойности.

6. Даден е нов подход при извод на вариационен ма-
тематически модел на греда върху Винклерова основа.

7. Предложени са алгоритми за ускоряване на сходи-
мостта при смесен и неконформен МКЕ.
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