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Óâî ä

Ñúâðåìåííî ñúñòî ÿíèå è àêòó àëíîñò íà òåìàò à

Ìíîãî îò íàé-çíà ÷èìèòå äîñòèæ åíèÿ â ñúâðåìåííàò à íà óê à è òåõíîëîãèÿ ñå äúë-

æ àò íà íàïðåäúê à â îáëàñòò à íà ê îìïþòúðíîòî ìî äåëèðàíå. Åôåêòèâíîñòò à íà

òîçè ñëî æ åí èíòåð äèñöèïëèíàðåí ïðîöåñ ïðè íàìèðàíåòî íà ðåøåíèå íà ðàç-

ëè÷íè çàäà ÷è â ïðèëî æíàò à è íà ó÷íà îáëàñòè íà ÷îâåøê îòî çíàíèå, ñå îñíîâàâà

íà ðàáîò àò à è ó ñïåõèòå â ñúâêóïíîñò îò íà ó÷íè íàïðàâëåíèÿ. Êîìïþòúðíîòî

ìî äåëèðàíå âêëþ÷âà ñúçäàâàíå íà: à) ìàòåìàòè÷åñêè ìî äåë, àäåêâàòíî îïèñâàù

ñú îòâåòíèÿ ðåàëåí ôåíîìåí; á) ÷èñëåíè ìåòî äè çà äèñêðåòèçàöèÿ íà äèôåðåí-

öèàëíèòå è/èëè èíòåãðàëíè óðàâíåíèÿ; â) åôåêòèâíè ìåòî äè è àëãîðèòìè çà

ðåøàâàíå íà ïîëó÷åíèòå ñëåä äèñêðåòèçàöèÿò à ñèñòåìè îò ëèíåéíè àëãåáðè÷íè

óðàâíåíèÿ; ã) àëãîðèòìè çà âèçó àëèçàöèÿ è àíàëèç íà ðåçó ëò àòèòå îò ïðîâåäå-

íèòå ÷èñëåíè åê ñïåðèìåíòè; ä) âèñîê îïðîèçâî äèòåëíè ê îìïþòúðíè ïðîãðàìè,

ê îèòî â ìàê ñèìàëíà ñòåïåí èçïîëçâàò âúçìî æíîñòèòå è àð õèòåêòóðàò à íà ñúâ-

ðåìåííèòå èç÷èñëèòåëíè ñèñòåìè. Êîìïþòúðíèÿò ìî äåë äàâà âúçìî æíîñò íå

ñàìî çà èê îíîìèè ïðè ñêúïî ñòðóâàùè ëàáîðàòîðíè è ïðàêòè÷åñêè åê ñïåðè-

ìåíòè. Â ðåäèöà ñëó÷àè îùå ïî-âàæíî å ìî äåëèðàíåòî íà õ àðàêòåðèñòèêèòå

íà íîâè ìàòåðèàëè è òåõíîëîãèè, ê àêòî è èçñëåäâàíåòî íà ïðîöåñè, çà ê îèòî

èçìåðâàíèÿò à è íàáëþ äåíèÿò à ñà íåâúçìî æíè.

Îñíîâíè ñðåäñòâà çà äèñêðåòèçàöèÿ íà äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñà ìåòî-

äú ò íà êðàéíèòå åëåìåíòè è ìåòî äú ò íà êðàéíèòå ðàçëèêè, âæ. íàïð. [36, 38 , 4].

Ñëåä ò ÿõíîòî ïðèëàã àíå, çàäà ÷àò à ñå ñâåæäà äî ñèñòåìà îò ëèíåéíè àëãåáðè÷íè
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óðàâíåíèÿ [1, 3 ]. Åäíî îò íàé-âàæíèòå ñâîéñòâà íà òåçè ñèñòåìè å, ÷å ñú îòâåòíè-

òå ìàòðèöè ñà ðàçðåäåíè. Ò îâà îçíà ÷àâà, ÷å áðî ÿò íà íåíó ëåâèòå åëåìåíòè âúâ

âñåêè ðåä èëè ñòúëá å îãðàíè÷åí îò ê îíñò àíò à, ê î ÿòî íå çàâèñè îò ïàðàìåòúðà

íà äèñêðåòèçàöèÿ íà ñú îòâåòíèÿ ìåòî ä è ñëåäîâàòåëíî íå çàâèñè îò ðàçìåð-

íîñòò à íà äèñêðåòíàò à çàäà ÷à, ê î ÿòî ñå óâåëè÷àâà ñ íàìàëÿâàíåòî íà äèñêðåòè-

çàöèîííèÿ ïàðàìåòúð. Èçâåñòíî å, ÷å ðåøàâàíåòî íà çàäà ÷è íà èç÷èñëèòåëíàò à

ëèíåéíà àëãåáðà ñ ðàçðåäåíè ìàòðèöè å îïðåäåëÿùî çà åôåêòèâíîñòò à íà äî-

ìèíèðàùàò à ÷àñò îò ñúùåñòâóâàùèòå ïðîãðàìè çà ê îìïþòúðíî ìî äåëèðàíå íà

ïðîöåñè, ê îèòî ñå îïèñâàò ñ äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ [10 , 3]. Ò îâà å îñîáåíî

âàæíî ïðè ðåøàâàíå íà ñëî æíè çàäà ÷è ñ ãîëÿìà ðàçìåðíîñò . Ïîíÿòèåòî ãîëÿìà

ðàçìåðíîñò ñå ïðîìåíÿ ñ íàðàñòâàíå íà ïðîèçâî äèòåëíîñòò à íà èç÷èñëèòåëíàò à

òåõíèê à, íî íåçàâèñèìî îò îãðîìíèÿ ïðîãðåñ â òîâà îòíîøåíèå, îïðåäåëÿùè çà

ðàçâèòèåòî íà ê îìïþòúðíîòî ìî äåëèðàíå ñà ïîñòèæ åíèÿò à â îáëàñòò à íà ÷èñ-

ëåíèòå ìåòî äè è àëãîðèòìèòå çà ò ÿõíàò à ðåàëèçàöèÿ. Ð åçó ëò àòèòå ïðåäñò àâåíè

â íàñòî ÿùàò à äèñåðò àöèÿ ñà â ò àçè îáëàñò .

Ìåòî äú ò íà êðàéíèòå åëåìåíòè (ÌÊÅ) è ìåòî äú ò íà êðàéíèòå ðàçëèêè ñà

ïðåäñò àâèòåëè íà ò àê à íàðå÷åíèòå ìðåæ îâè ìåòî äè è ïðè îïðåäåëåíè ïðåäïî-

ëî æ åíèÿ ìàòðèöèòå íà ïîëó÷àâàíèòå ëèíåéíè ñèñòåìè ñà ñ áëèçêè ñâîéñòâà è

äîðè ìîã àò äà ñúâïàäàò . Íåçàâèñèìî îò òîâà, ìåòî äú ò íà êðàéíèòå åëåìåíòè èìà

îïðåäåëåíè ïðåäèìñòâà ïî îòíîøåíèå íà îáùíîñòò à è àëãîðèòìèòå çà íåãîâàò à

ðåàëèçàöèÿ. Èçñëåäâàíèÿò à â äèñåðò àöèÿò à ñèñòåìíî èçïîëçâàò òåðìèíîëîãèÿ-

ò à è ñâîéñòâàò à íà ìåòî äà íà êðàéíèòå åëåìåíòè.

Äèñêðåòèçàöèÿò à ñ ê îíôîðìíè ëèíåéíè êðàéíè åëåìåíòè å íàé-ïî äðîáíî

èçó÷åíèÿ ñëó÷àé íà ïðèëàã àíå íà ÌÊÅ, íî â ðåäèöà âàæíè ïðèëî æ åíèÿ íåê îí-

ôîðìíèòå êðàéíè åëåìåíòè èìàò ñåðèîçíè ïðåäèìñòâà. Íàïðèìåð, ïðè ÷èñëåíî

ìî äåëèðàíå íà òå÷åíèÿ â ñèëíî õ åòåðîãåííè ïîðåñòè ñðåäè, ìåòî äú ò íà êðàéíèòå

îáåìè è ñìåñåíèÿò ìåòî ä íà êðàéíèòå åëåìåíòè ïðèòåæ àâàò äîê àçàíî äîáðà òî÷-

íîñò è ëîê àëíà ê îíñåðâàòèâíîñò (íà ìàñàò à). Ïðè ïðèëàã àíåòî íà ñìåñåí ÌÊÅ,

íåïðåêúñíàòîñòò à íà ñê îðîñòò à ïî íàïðàâëåíèå íà íîðìàëàò à êúì ãðàíèöàò à

ìåæäó äâà êðàéíè åëåìåíò à ìî æ å äà ñå íàëî æè ÷ðåç Ëàãðàíæ åâè ìíî æèòåëè. Â



Ï. Áî ÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòî äè çà íåê îíôîðìíè êðàéíè åëåìåíòè 7

[5] Arnold è Brezzi ïîê àçâàò , ÷å ñëåä åëèìèíèðàíå íà íåèçâåñòíèòå íà íàëÿã àíå-

òî è ñê îðîñòò à îò àëãåáðè÷íàò à ñèñòåìà, çàäà ÷àò à çà Ëàãðàíæ åâèòå ìíî æèòåëè

ñ äîïúëíåíèåòî íà Øóð å åêâèâàëåíòíà íà äèñêðåòèçàöèÿ íà åëèïòè÷íà çàäà ÷à

÷ðåç ìåòî ä íà Ã àëü îðêèí ñ ëèíåéíè íåê îíôîðìíè êðàéíè åëåìåíòè. Ïî-òî÷íî, â

[5] å ïîê àçàíî, ÷å àïðîê ñèìàöèÿ ñúñ ñìåñåí ìåòî ä ñ êðàéíè åëåìåíòè íà Ð àâèàð-

Ò îìà îò íàé-íèñúê ðåä å åêâèâàëåíòíà íà àïðîê ñèìàöèÿ ñ íåê îíôîðìíè êðàéíè

åëåìåíòè íà Êðîçå-Ð àâèàð, ïðè ê î ÿòî êðàéíî-åëåìåíòíîòî ïðîñòðàíñòâî å äî-

ïúëíåíî ñ êóáè÷íè áàçèñíè ôóíêöèè, âñ ÿê à îò ê îèòî èìà çà íîñèòåë åäèí êðàåí

åëåìåíò .

Äðóãî ïðèëî æ åíèå íà íåê îíôîðìíèòå åëåìåíòè, â ÷àñòíîñò , íà åëåìåíòèòå

íà Êðîçå-Ð àâèàð, íà ê îåòî èñê àìå äà îáúðíåì âíèìàíèå, å ñâúðçàíî ñ èòåðà-

öèîííè ìåòî äè çà ðåøàâàíå íà çàäà ÷è, äèñêðåòèçèðàíè ñ ïðåêúñíàò ìåòî ä íà

Ã àëü îðêèí (Discon tin uous Galerkin � DG). Â [6], A yuso de Dios è Çèê àò àíîâ ïðåä-

ëàã àò ðàâíîìåðíî ñ õ î äÿùè èòåðàöèîííè ìåòî äè, ê îèòî ñå îñíîâàâàò íà åñòåñò-

âåíî ðàçäåëÿíå íà ïðîñòðàíñòâîòî íà DG åëåìåíòèòå îò ïúðâè ðeä íà äèðåêòíà

ñóìà îò êðàéíî-åëåìåíòíîòî ïðîñòðàíñòâî íà Êðîçå-Ð àâèàð è ïî äïðîñòðàíñòâî,

ê îåòî ñúäúð æ à ôóíêöèè, íåïðåêúñíàòè ïî âú òðåøíè çà îáëàñòò à èíòåðôåéñè

ìåæäó åëåìåíòèòå.

Ò îâà ñà íÿê îè îò ïðè÷èíèòå çà ñïåöèàëíèÿ èíòåðåñ êúì ïðèëàã àíå íà íåê îí-

ôîðìíèòå êðàéíè åëåìåíòè çà åôåêòèâíî ÷èñëåíî ðåøàâàíå íà äèôåðåíöèàëíè

óðàâíåíèÿ, ê îåòî å ïðåäìåò íà íàñòî ÿùàò à äèñåðò àöèÿ.

Àê î ðàçã ëåäàìå åëèïòè÷íà ãðàíè÷íà çàäà ÷à â îáëàñòò à 
 � R2
è çà íåéíîòî

÷èñëåíî ðåøàâàíå ïðèëî æèì ìðåæ îâ ÷èñëåí ìåòî ä, òî ïðè ìíîãî îáùè ïðåäïî-

ëî æ åíèÿ äèôåðåíöèàëíàò à çàäà ÷à ñå ñâåæäà äî ñèñòåìà îò ëèíåéíè àëãåáðè÷íè

óðàâíåíèÿ ñúñ ñèìåòðè÷íà è ïîëî æèòåëíî îïðåäåëåíà ìàòðèöà A ñ ðàçìåðíîñò

N � N: Îñíîâíèòå ìåòî äè çà ðåøàâàíå íà ò àêúâ êëàñ ëèíåéíè ñèñòåìè íàé-îáùî

ñå ðàçäåëÿò íà äâà âèäà � ïðåêè è èòåðàöèîííè. Ìåòî äú ò íà Õîëåöêè å åäèí

îò íàé-äîáðå èçâåñòíèòå ïðåêè ìåòî äè. Ïðåäïîëàã à ñå, ÷å òîé îò÷èò à ëåíòîâàò à

ñòðóêòóðà èëè ïðîôèëà íà ìàòðèöàò à ïðè ïî äõ î äÿùà íîìåðàöèÿ íà íåèçâåñò-

íèòå è ïðè îïðåäåëåíè ïðåäïîëî æ åíèÿ èìà èç÷èñëèòåëíà ñëî æíîñò O(N 2) . Ìå-
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òî äú ò íà âëî æ åíèòå ñå÷åíèÿ (Nested Dissection), âæ. íàïð. [10 ], å íàé-áúðçèÿò

èçìåæäó ïðåêèòå ìåòî äè. Â îñíîâàò à íà òîçè ìåòî ä å ðåêóðñèâíîòî ðàçäåëÿíå

íà ãðàôà, ïðåäñò àâÿù ñòðóêòóðàò à íà íåíó ëåâèòå åëåìåíòè íà ìàòðèöàò à A , à

èç÷èñëèòåëíàò à ìó ñëî æíîñò å O(N 3=2) . Åäèí îò íàé-ïîïó ëÿðíèòå èòåðàöèîííè

ìåòî äè å ìåòî äú ò íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò . Ò îé èìà ñëî æíîñò , ê î ÿòî àñèìïòî-

òè÷íî ñúâïàäà ñúñ ñëî æíîñòò à íà íàé-äîáðèÿ ïð ÿê ìåòî ä. Ïî ò àçè ïðè÷èíà

å ïðèåòî, ÷å ïðåäèìñòâàò à íà èòåðàöèîííèòå ìåòî äè çà ðåøàâàíå íà çàäà ÷è ñ

äîñò àòú ÷íî ãîëÿìà ðàçìåðíîñò ñà áåçñïîðíè.

Èòåðàöèîííèòå ìåòî äè â ïî äïðîñòðàíñòâà íà Êðèëîâ ñà â êëàñàöèÿò à íà

äåñåòòå íàé�çíà ÷èìè ïîñòèæ åíèÿ â îáëàñòò à íà àëãîðèòìèòå ïðåç ÕÕ âåê. Ìå-

òî äú ò íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò è íåãîâîòî îáîáùåíèå, ìåòî äú ò íà ñïðåãíàòèÿ

ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñëàâÿíå, ñà ñúâðåìåííè ìåòî äè îò âàðèàöèîíåí òèï â ïî ä-

ïðîñòðàíñòâà íà Êðèëîâ , âæ. íàïð. [8, 10 , 36]. Åôåêòèâíîñòò à íà ìåòî äà íà

ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñëàâÿíå ñå îïðåäåëÿ îò ê à ÷åñòâàò à íà ïðåîáó ñëî-

âèòåëÿ. Âàæíà ðîëÿ â ðàçâèòèåòî íà ìåòî äèòå çà ðåøàâàíå íà ëèíåéíè ñèñ-

òåìè èãðàÿò èçñëåäâàíèÿò à â îáëàñòò à íà ê îíñòðóèðàíåòî íà ò àê à íàðå÷åíèòå

îïòèìàëíè ïðåîáó ñëîâèòåëè, çà ê îèòî èç÷èñëèòåëíàò à ñëî æíîñò íà ìåòî äà íà

ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñëàâÿíå å O(N ) .

Â ñúâðåìåííàò à òåîðèÿ íà îïòèìàëíèòå èòåðàöèîííè ìåòî äè, îñíîâíà ðîëÿ

èãðàÿò ìåòî äèòå ïîñòðîåíè âúð õó ïîñëåäîâàòåëíîñò îò ìðåæè (òðèàíãó ëàöèè).

Ò åçè ìåòî äè ñå ðàçäåëÿò íà ìíîãîìðåæ îâè (m ultigrid), [37, 53 ] è ìíîãîíèâîâè

(m ultilev el), [15, 19 , 20 , 59, 66, 78 ]. Ïî òðàäèöèÿ ïúðâàò à ãðóïà ñå ñ÷èò à, ÷å èçïîë-

çâà ïîâå÷å ñâîéñòâàò à íà äèôåðåíöèàëíàò à çàäà ÷à, äîê àòî ïðè âòîðàò à ãðóïà

ê îíñòðóêöèÿò à å â çíà ÷èòåëíà ñòåïåí àëãåáðè÷íà è ñå ðåàëèçèðà â òåðìèíèòå íà

ìåòî äà íà êðàéíèòå åëåìåíòè è ñú îòâåòíèòå ìàòðèöè íà ê îðàâèíà. Èñòîðèÿò à

íà ðåêóðñèâíèòå èòåðàöèîííè ìåòî äè, èçïîëçâàùè ïîñëåäîâàòåëíîñò îò âëî æ å-

íè ìðåæè, âî äè íà ÷àëîòî ñè îò ðàáîò àò à íà Ð . Ôåäîðåíê î [45 ], ïóáëèêóâàíà ïðåç

1961 ã . Ïðåç 1987 ã . Ï. Âàñèëåâñêè, Ð . Ëàçàðîâ è Ñ. Ìàðãåíîâ [66] ê îíñòðóèðàò

ïî÷òè îïòèìàëåí àëãåáðè÷åí ìíîãîíèâîâ ìåòî ä. Ð åøèòåëíà ñëåäâàùà ñòúïê à â

ò àçè îáëàñò å íàïðàâåíà â ðàáîòèòå íà Axelsson è Âàñèëåâñêè [19, 20 ], êúäåòî ñà
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âúâåäåíè AMLI ìåòî äèòå. Òóê çà ïúðâè ïú ò ñà ïîëó÷åíè îïòèìàëíè îöåíêè, çà

ê îèòî íå ñå ïðåäïîëàã à äîïúëíèòåëíà ðåãó ëÿðíîñò íà ðåøåíèåòî íà äèôåðåíöè-

àëíîòî óðàâíåíèå. Êàêòî è â äðóãè äÿëîâå íà ìàòåìàòèê àò à, íàïúëíî çàñëóæ åíî

ìî æ åì äà ãîâîðèì çà áúëã àðñê à øê îëà â îáëàñòò à íà îïòèìàëíèòå àëãåáðè÷-

íè èòåðàöèîííè ìíîãîíèâîâè ìåòî äè. Îñíîâíè ïðèíîñè â òîâà íàïðàâëåíèå ñà

ïóáëèêóâàíè â ðàáîòèòå íà Ï. Âàñèëåâñêè, Ð . Ëàçàðîâ, Ñ. Ìàðãåíîâ.

Ìåòî äîëîãèÿ íà èçñëåäâàíåòî

Ïîíÿòèÿò à èç÷èñëèòåëíà ñëî æíîñò è ñê îðîñò íà ñ õ î äèìîñò ñà îñíîâíè â ìå-

òî äîëîãèÿò à íà èçñëåäâàíå â äèñåðò àöèÿò à. Ïîëó÷åíèòå ðåçó ëò àòè èìàò ê îíñ-

òðóêòèâåí õ àðàêòåð, ê àòî âñè÷êè ïðåäëî æ åíè è èçñëåäâàíè ìåòî äè èìàò ÿñíà

àëãîðèòìè÷íà ñòðóêòóðà.

Ìåòî äú ò íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñëàâÿíå å â îñíîâàò à íà ñúâðå-

ìåííèòå èòåðàöèîííè ìåòî äè. Íåãîâàò à åôåêòèâíîñò ñå îïðåäåëÿ îò ñê îðîñòò à

íà ñ õ î äèìîñò è èç÷èñëèòåëíàò à ñëî æíîñò íà ðåøàâàíåòî íà ñèñòåìà ñ ïðåîáó ñ-

ëîâèòåëÿ. Ñïåêòðàëíîòî ÷èñëî íà îáó ñëîâåíîñò � (C � 1A) íà ïðîåáó ñëîâåíàò à

ìàòðèöà å ìÿðê à çà ñê îðîñòò à íà ñ õ î äèìîñò íà ìåòî äà. Ò àê à íàïðèìåð, çà îïòè-

ìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòî äè � (C � 1A) = O(1) è áðî ÿò íà èòåðàöèèòå, äîñò àòú ÷íè

çà ïîëó÷àâàíå íà ðåøåíèå ñ ïðåäâàðèòåëíî çàäàäåíà òî÷íîñò , å îãðàíè÷åí îò

ê îíñò àíò à, ê î ÿòî íå çàâèñè îò ðàçìåðíîñòò à íà äèñêðåòíàò à çàäà ÷à.

Â ñëó÷àÿ íà ìíîãîíèâîâè ïðåîáó ñëîâèòåëè, ÷èñëîòî íà îáó ñëîâåíîñò çàâèñè

îò ê îíñò àíò àò à â ó ñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà Êîøè-Áóíÿê îâñêè-Øâàðö (ÊÁØ).

Â äèñåðò àöèÿò à ñà ïðåäñò àâåíè íîâè îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòî äè. Èçïîë-

çâàíèÿò àïàðàò íà èçñëåäâàíå âêëþ÷âà ê îíñòðóèðàíå íà ñïåêòðàëíî åêâèâà-

ëåíòíè ïðèáëèæ åíèÿ çà ñïåöèàëíè êëàñîâå ìàòðèöè, âúçíèêâàùè â ïðîöåñà íà

ìíîãîíèâîâà ôàêòîðèçàöèÿ è ïîëó÷àâàíå íà íîâè ðàâíîìåðíè îöåíêè íà ê îíñ-

ò àíò àò à â ó ñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ. Íàïðàâåíà å ïðîãðàìíà ðåàëèçàöèÿ

íà ïðåäñò àâåíèòå â äèñåðò àöèÿò à ìåòî äè è àëãîðèòìè, ïðîâåäåíè ñà ÷èñëåíè

åê ñïåðèìåíòè è ñà àíàëèçèðàíè ïîëó÷åíèòå ÷èñëåíè ðåçó ëò àòè.
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Öåëè íà äèñåðò àöèîííèÿ òðó ä

Îñíîâíèòå öåëè íà èçñëåäâàíèÿò à â äèñåðò àöèÿò à ñà:

� Ð àçðàáîòâàíå è èçñëåäâàíå íà îïòèìàëíè ïðåîáó ñëîâèòåëè îò êëàñà íà

àëãåáðè÷íèòå ìíîãîíèâîâè ìåòî äè (AMLI) çà äâóìåðíè ïàðàáîëè÷íè çà-

äà ÷è, äèñêðåòèçèðàíè ñ ëèíåéíè íåê îíôîðìíè êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-

Ð àâèàð.

� Ð àçðàáîòâàíå è èçñëåäâàíå íà îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòî äè çà äâóìåð-

íè åëèïòè÷íè çàäà ÷è â ñìåñåíà ôîðìà, äèñêðåòèçèðàíè ñ íåê îíôîðìíè

êðàéíè åëåìåíòè.

� Ñúçäàâàíå íà ñúñò àâåí ìåòî ä çà íåñò àöèîíàðíèòå óðàâíåíèÿ íà Íàâèå-

Ñòîê ñ, îñíîâàí íà îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ïðåîáó ñëîâèòåëè çà ñèñòåìèòå,

ïîëó÷åíè ïðè ó ñòîé÷èâà ëîê àëíî ê îíñåðâàòèâíà äèñêðåòèçàöèÿ ñ íåê îí-

ôîðìíè êðàéíè åëåìåíòè.

Ð àáîò àò à ïî äèñåðò àöèÿò à èìà çà öåë, ê àêòî òåîðåòè÷íî èçñëåäâàíå íà ïðåä-

ëî æ åíèòå ìåòî äè, ò àê à è ïðîãðàìíà ðåàëèçàöèÿ è àíàëèç íà ðåçó ëò àòèòå îò

÷èñëåíè åê ñïåðèìåíòè.

Ñúäúð æ àíèå íà äèñåðò àöèÿò à

Ã ëàâà 1. Âúâåäåíèå

Ïúðâàò à ã ëàâà èìà âúâåæäàù õ àðàêòåð. Â íà ÷àëîòî íàêðàòê î ïðåäñò àâÿìå

ìåòî äà íà êðàéíèòå åëåìåíòè è íåãîâè îñíîâíè ñâîéñòâà. Ð àçäåë 1.2 å ïîñâåòåí

íà èòåðàöèîííè ìåòî äè çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ ñ ðàçðåäå-

íè ìàòðèöè. Ïðåäñò àâåí å ìåòî äú ò íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñëàâÿíå è

îöåíê à çà íåãîâàò à ñê îðîñò íà ñ õ î äèìîñò ñ ïîìîùò à íà ÷èñëîòî íà îáó ñëîâå-

íîñò íà ìàòðèöàò à íà ñèñòåìàò à. Ôîðìó ëèðàíà å ñòðàòåãèÿ çà ê îíñòðóèðàíå íà

åôåêòèâíè ïðåîáó ñëîâèòåëè è ó ñëîâèÿ çà îïòèìàëíîñò .
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Â Ð àçäåë 1.3 å íàïðàâåíî âúâåäåíèå â òåîðèÿò à íà îïòèìàëíèòå àëãåáðè÷íè

ìíîãîíèâîâè ìåòî äè. Ìíîãîíèâîâèòå ìåòî äè ïðåäñò àâëÿâàò ðåêóðñèâíî îáîáùå-

íèå íà ñú îòâåòíèòå äâóíèâîâè ìåòî äè, ê îèòî ñå ïîëó÷àâàò ÷ðåç äâóíèâîâî ðàç-

äåëÿíå íà êðàéíî-åëåìåíòíîòî ïðîñòðàíñòâî. Ò àêèâà ìåòî äè ñà ê îíñòðóèðàíè

ïúðâî çà ëèíåéíè ê îíôîðìíè åëåìåíòè, çà ê îèòî ñú îòâåòíèòå êðàéíî-åëåìåíòíè

ïðîñòðàíñòâà ñà âëî æ åíè. Çà ê à ÷åñòâîòî íà åäíî äâóíèâîâî ðàçäåëÿíå ìî æ å äà

ñå ñúäè îò ê îíñò àíò àò à 
 â ó ñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà Êîøè-Áóíÿê îâñêè-Øâàðö

(ÊÁØ), ê î ÿòî ó÷àñòâà â îöåíê àò à çà ÷èñëîòî íà îáó ñëîâåíîñò íà ïðåîáó ñëîâåíà-

ò à ìàòðèöà. Èíòåðåñíè ñà ò àêèâà ðàçäåëÿíèÿ, çà ê îèòî èìà ðàâíîìåðíà îöåíê à

çà ê îíñò àíò àò à 
 . Ïðåäñò àâåí å îñíîâåí ïî äõ î ä çà àíàëèç íà ê îíñò àíò àò à â ó ñè-

ëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ ÷ðåç ëîê àëíè îöåíêè.

Ã ëàâà 2. Ìíîãîíèâîâè ìåòî äè çà ëèíåéíè ïàðàáîëè÷íè çàäà ÷è

Â Ð àçäåë 2.1 ñà ïðåäñò àâåíè ïîñò àíîâê à íà äâóìåðíà åëèïòè÷íà è ïàðàáî-

ëè÷íà çàäà ÷è è äèñêðåòèçàöèÿò à èì ñ ìåòî ä íà êðàéíèòå åëåìåíòè. Â ñòðóêòó-

ðàò à íà ìàòðèöàò à íà ñèñòåìàò à íà äèñêðåòíàò à ïàðàáîëè÷íà çàäà ÷à ó÷àñòâàò

ìàòðèöà íà ê îðàâèíà è ìàòðèöà íà ìàñàò à. Ïðåäëî æ åíèòå â ò àçè ã ëàâà ìíîãîíè-

âîâè ìåòî äè çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè îò òîçè âèä, ïîëó÷åíè ïðè äèñêðåòèçàöèÿ ñ

êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-Ð àâèàð, ñå îñíîâàâàò íà ò àê à íàðå÷åíèòå �di�erences

and aggregates� � D A (�ðàçëèêè è àãðåã àòè�) è ��rst reduce� � FR (�ïúðâîíà ÷àë-

íî èçêëþ÷âàíå�) òåõíèêè çà äâóíèâîâè éåðàð õè÷íè ðàçäåëÿíèÿ çà åëèïòè÷íè

çàäà ÷è. Ò åçè òåõíèêè, ê àêòî è îöåíêè çà ê îíñò àíò àò à â ó ñèëåíîòî íåðàâåíñòâî

íà ÊÁØ çà ðàçäåëÿíå íà ìàòðèöè íà ê îðàâèíà, ïðåäñò àâÿìå â Ð àçäåë 2.2, à

â Ð àçäåë 2.3 å îïèñàí ïðåîáó ñëîâèòåë çà âî äåùèÿ äèàãîíàëåí áëîê â áëî÷íàò à

ôàêòîðèçàöèÿ íà ñú îòâåòíàò à éåðàð õè÷íà ìàòðèöà.

Â Ð àçäåë 2.4 å èçâåäåíà îöåíê à çà ê îíñò àíò àò à â ó ñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà

ÊÁØ çà D A ðàçäåëÿíå íà ìàòðèöàò à íà ìàñàò à. Íàïðàâåí å òåîðåòè÷åí àíàëèç

íà äâóíèâîâî ðàçäåëÿíå çà äèñêðåòíàò à ïàðàáîëè÷íà çàäà ÷à è ñà ïðåäëî æ åíè

äâà ïî äõ î äà çà ê îíñòðóèðàíå íà îïòèìàëåí ìíîãîíèâîâ ïðåîáó ñëîâèòåë.



12 Óâî ä

Ð àçäåë 2.5 å ïîñâåòåí íà îáîáùåíèå íà ðîáàñòíè ïðåîáó ñëîâèòåëè çà ïà-

ðàáîëè÷íè çàäà ÷è, äèñêðåòèçèðàíè ñ ïîìîùò à íà ê îíôîðìíè è íåê îíôîðìíè

êðàéíè åëåìåíòè. Íàïðàâåíî å ñðàâíåíèå â òåðìèíèòå íà îöåíêè çà ê îíñò àíò à-

ò à â ó ñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ 
 . Ïðåäñò àâåíè ñà ÷èñëåíè ðåçó ëò àòè çà

ïîâåäåíèåòî íà ñòîéíîñòèòå íà 
 â ñëó÷àÿ íà ìðåæ îâà (è åêâèâàëåíòíî, ê îåôè-

öèåíòíà) àíèçîòðîïèÿ.

Â Ð àçäåë 2.6 äåôèíèðàìå äâå çàäà ÷è, ÷ðåç ê îèòî ÷èñëåíî èçñëåäâàìå ïîâåäå-

íèåòî íà ïðåäëî æ åíèòå ìíîãîíèâîâè ïðåîáó ñëîâèòåëè çà ïàðàáîëè÷íè çàäà ÷è.

Ïúðâàò à çàäà ÷à öåëè äà èëþñòðèðà âúçäåéñòâèåòî íà ìðåæ îâàò à àíèçîòðîïèÿ

âúð õó ñ õ î äèìîñòò à íà èòåðàöèîííèòå ìåòî äè çà ðåøàâàíå íà ðàçã ëåæäàíèòå

ñèñòåìè, à âòîðàò à äåìîíñòðèðà ïîâåäåíèåòî íà ìíîãîíèâîâèòå ìåòî äè ïðè ðå-

øàâàíå íà íåñò àöèîíàðíà çàäà ÷à ñ ïðåêúñíàòî íà ÷àëíî ó ñëîâèå. Ïðîâåäåíè ñà

÷èñëåíè åê ñïåðèìåíòè ñ íåëèíååí AMLI ïðåîáó ñëîâèòåë çà D A è FR ðàçäåëÿíå

è íÿê îëê î ñëó÷àÿ íà ñòåïåí íà ñò àáèëèçèðàùèÿ ïîëèíîì.

Ã ëàâà 3. Ìíîãîíèâîâè ìåòî äè çà ãðàô-ëàïëàñèàíè ñ òåã ëà

Â Ð àçäåë 3.1 å ïðåäñò àâåíà ïîñò àíîâê à íà åëèïòè÷íà çàäà ÷à â ñìåñåíà ôîð-

ìà çà âåêòîðíàò à ôóíêöèÿ íà ñê îðîñòò à è ñê àëàðíàò à ôóíêöèÿ íà íàëÿã àíåòî,

ê àêòî è ñèñòåìàò à îò ëèíåéíè àëãåáðè÷íè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åíà ê àòî ðåçó ëò àò

îò ïðèëàã àíå íà ÌÊÅ.

Ð àçã ëåæäàìå äèñêðåòèçàöèÿ ñ ê îìáèíàöèÿ îò íåê îíôîðìíè êðàéíè åëåìåí-

òè íà Êðîçå-Ð àâèàð è íà ÷àñòè ê îíñò àíòè. Â òîçè ñëó÷àé íåèçâåñòíèòå íà ñê î-

ðîñòèòå ìîã àò äà áúäàò èçêëþ÷åíè òî÷íî è çàäà ÷àò à ñå ñâåæäà äî çàäà ÷à çà

ðåøàâàíå íà ñèñòåìà çà íàëÿã àíåòî. Âèäú ò íà ìàòðèöàò à íà ñèñòåìàò à å èçâå-

äåí â Ð àçäåë 3.2, ê àòî ò ÿ èìà ñòðóêòóðà íà ãðàô-ëàïëàñèàí ñ òåã ëà.

Â Ð àçäåë 3.3 ïðåäëàã àìå ñåìåéñòâî éåðàð õè÷íè ðàçäåëÿíèÿ çà ìàòðèöàò à íà

íàëÿã àíåòî, îñíîâàíè íà ïðåäñò àâÿíåòî �è ê àòî ñóìà îò ñïåöèàëíî âúâåäåíè ëî-

ê àëíè ìàêðîåëåìåòíè ìàòðèöè, àñîöèèðàíè ñúñ ñòðàíè íà åëåìåíòè îò ãðóáàò à

ìðåæ à. Èçâåäåíèòå â òîçè ðàçäåë îöåíêè çà ê îíñò àíò àò à â ó ñèëåíîòî íåðàâåí-
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ñòâî íà ÊÁØ çà ñëó÷àÿ íà òðèàíãó ëàöèÿ ñ ïðàâîúãúëíè òðèúãúëíè êðàéíè

åëåìåíòè, ñà ðàâíîìåðíè îòíîñíî ðàçìåðíîñòò à íà çàäà ÷àò à.

Îñíîâåí àñïåêò â ê îíñòðóèðàíåòî íà îïòèìàëíè AMLI ïðåîáó ñëîâèòåëè å

äåôèíèðàíåòî íà ïî äõ î äÿùè àïðîê ñèìàöèè íà âî äåùèòå äèàãîíàëíè áëîê îâå â

ìíîãîíèâîâàò à ôàêòîðèçàöèÿ. Â Ð àçäåë 3.4 å ïðåäëî æ åí è èçñëåäâàí ïðåîáó ñ-

ëîâèòåë çà òåçè áëîê îâå, îñíîâàí íà ïîëèíîìèàëíà àïðîê ñèìàöèÿ íà îáðàòíà

ìàòðèöà. Êîíñòðóêöèÿò à çàïàçâà ëèíåéíîñòò à â ìåòî äà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò

ñ ïðåîáó ñëàâÿíå.

Â Ð àçäåë 3.5 å ïðîâåäåí ñèñòåìåí ÷èñëåí àíàëèç íà ïðåäëî æ åíèòå òåõíèêè

çà ìíîãîíèâîâî ïðåîáó ñëàâÿíå íà ãðàô-ëàïëàñèàíè ñ òåã ëà. Ïîñëåäîâàòåëíî ñà

èçñëåäâàíè ñâîéñòâàò à íà éåðàð õè÷íîòî ðàçäåëÿíå è ïîëèíîìèàëíàò à àïðîê ñè-

ìàöèÿ íà âî äåùèòå äèàãîíàëíè áëîê îâå.

Ã ëàâà 4. Ìíîãîíèâîâè ìåòî äè çà óðàâíåíèÿò à íà Íàâèå-Ñòîê ñ

Â Ã ëàâà 4 å ðàçðàáîòåí àëãîðèòúì çà ðåøàâàíå íà íåñò àöèîíàðíèòå óðàâíå-

íèÿ íà Íàâèå-Ñòîê ñ, îñíîâàí íà îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòî äè. Ïðèáëèæ åíî

ðåøåíèå íà çàäà ÷àò à çà òå÷åíèå íà ôëóèä òúðñèì ñ ïîìîùò à íà ïðîåêöèîíåí ìå-

òî ä, ê îéòî å îïèñàí â Ð àçäåë 4.1. Èçïîëçâàíàò à äèñêðåòèçàöèÿ ñ íåê îíôîðìíè

êðàéíè åëåìåíòè îñèãóð ÿâà ó ñòîé÷èâîñò è ëîê àëíà ê îíñåðâàòèâíîñò .

Â Ð àçäåë 4.2 ðàçã ëåæäàìå ïî äðîáíî ñòðóêòóðàò à íà ñèñòåìèòå, âúçíèêâàùè

íà ê îíâåêòèâíî-äèôóçèîííàò à è ïðîåêöèîííàò à ñòúïêè â ïðîåêöèîííèÿ ìåòî ä.

Ïðèëî æ åíèåòî íà ìíîãîíèâîâèòå ïðåîáó ñëîâèòåëè, ðàçðàáîòåíè â Ã ëàâà 2 è Ã ëà-

âà 3, âî äè äî ñúñò àâåí ìåòî ä çà íåñò àöèîíàðíàò à çàäà ÷à ñ îïòèìàëíà ñëî æíîñò .

×èñëåí àíàëèç íà ñâîéñòâàò à íà ïðåäëî æ åíèÿ ñúñò àâåí àëãîðèòúì å ïðåäñò à-

âåí â Ð àçäåë 4.3. Ð àçã ëåæäàìå çàäà ÷àò à çà òå÷åíèå, ïðåäèçâèê àíî îò äâèæ åíèå

íà áåçêðàåí ê àïàê ïî ïîâúð õíîñòò à íà ê îíòåéíåð ïúëåí ñ ôëóèä. Ïîëó÷åíèòå

ðåçó ëò àòè çà ñ õ î äèìîñòò à íà èòåðàöèîííèòå ìåòî äè çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìèòå

â ïðåäëî æ åíèÿ àëãîðèòúì ïîòâúð æäàâàò íåãîâàò à ÷èñëåíà åôåêòèâíîñò .
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Ñïèñúê íà ïóáëèê àöèèòå ïî äèñåðò àöèÿò à

Íà ó÷íè ïóáëèê àöèè â ñïèñàíèÿ è ïåðèî äè÷íè èçäàíèÿ:

� P . Bo y ano v a, S. Margeno v, Multilevel Splitting of W eighte d Gr aph-L aplacian

A rising in Non-c onforming Mixe d FEM El liptic Pr oblems , Numerical Analysis

and Its Applications, Springer LNCS 5434 , 2009, 216�223.

� P . Bo y ano v a, S. Margeno v, Numeric al Study of AMLI Metho ds for W eighte d

Gr aph-L aplacians , Large-Scale Scien ti�c Computing, Springer LNCS 5910 ,

2010, 84�91.

� P . Bo y ano v a, S. Margeno v, On Optimal AMLI Solvers for Inc ompr essible Navier-

Stokes Pr oblems , AIP Conference Pro ceedings v ol. 1301, 2010, 457-467.

� P . Bo y ano v a, S. Margeno v, M. Neytc hev a, R obust AMLI Metho ds for Par ab olic

Cr ouzeix-R aviart FEM Systems , Journal of Computational and Applied

Mathematics, 235(2) (2010), 380�390.

� P . Bo y ano v a, S. Margeno v, On Multilevel Iter ative Metho ds for Navier-Stokes

Pr oblems , Journal of Theoretical and Applied Mec hanics, V ol. 40, Num b er 1,

2010, 51�60.

Ã ëàâè â êíèãè:

� P . Bo y ano v a, S. Margeno v, R obust Multilevel Metho ds for El liptic and Par ab olic

Pr oblems , in vited c hapter in: O. Axelsson, J. Karatson, E�cien t preconditioning

metho ds for elliptic partial di�eren tial equations, Ben tham Science Publishers,

2011, 3�22.

Â ïðîöåñ íà ðåöåíçèðàíå:

� P . Bo y ano v a, I. Georgiev, S. Margeno v, L. Zik atano v, Multilevel Pr e c onditioning

of Gr aph-L aplacians: Polynomial Appr oximation of the Pivot Blo cks Inverses .



Ï. Áî ÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòî äè çà íåê îíôîðìíè êðàéíè åëåìåíòè 15

Åäíà îò ïðåäñò àâåíèòå ïóáëèê àöèè ïî äèñåðò àöèÿò à å â ñïèñàíèåòî �Journal

of Computational and Applied Mathematics� ñ �èìïàêò ôàêòîð� 1.029 çà 2010

ãî äèíà.

Àïðîáàöèÿ íà ðåçó ëò àòèòå

Ñúùåñòâåíè ÷àñòè îò äèñåðò àöèÿò à ñà ïðåäñò àâåíè íà ñëåäíèòå ñïåöèàëèçèðàíè

ìåæäóíàðî äíè íà ó÷íè ê îíôåðåíöèè:

� 4th Conference on �Numerical Analysis and Applications�, Lozenetz, Bulgaria,

2008

� 7th In ternational Conference on �Large-Scale Scien ti�c Computations�, Sozop ol,

Bulgaria, 2009

� 4th IMA CS Conference on �Mathematical Mo delling and Computational

Metho ds in Applied Sciences and Engineering�, Rozno v p o d Radhostem, Czec h

Republic, 2009

� 7th Conference on Numerical Metho ds and Applications � NM&A'10, Boro v ets,

Bulgaria, 2010

� Emerging T opics in Dynamical Systems and P artial Di�eren tial Equations �

DSPDEs'10, Barcelona, Spain, 2010

Ð åçó ëò àòè îò äèñåðò àöèÿò à ñà äîêëàäâàíè è â ðàìêèòå íà:

� Èíôîðìàöèîííè äíè ïî ïðîåêò à Bulgarian IST Cen ter of Comp etence in 21

Cen tury (BIS-21++), Áîðîâåö, Áúëã àðèÿ, 2007

� 3rd Ann ual meeting of BGSIAM'08, So�a, Bulgaria, 2008

� W orkshop on �Numerical Metho ds and High P erformance Computations�, IPP�

BAS, So�a, Bulgaria, 2009
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Ó÷àñòèå â íà ó÷íè ïðîåêòè

� Öåíòúð çà âúð õ îâè íà ó÷íè ïîñòèæ åíèÿ �Ñóïåðê îìïþòúðíè ïðèëî æ åíèÿ�,

ôîíä �Íà ó÷íè èçñëåäâàíèÿ�, ÄÎ02-115/2008

� Ìåòî äè, àëãîðèòìè è ñîôòó åðíè ñðåäñòâà çà çàäà ÷è ñ ãîëÿìà ðàçìåðíîñò

è éåðàð õè÷íè ê îìïþòúðíè ìî äåëè, ôîíä �Íà ó÷íè èçñëåäâàíèÿ�, ÄÎ02-

147/2008

� Ð àçâèòèå íà ìåòî äèòå íà ìåõ àíèê àò à íà íåïðåêúñíàòè ñðåäè ÷ðåç ÷èñëå-

íè è àíàëèòè÷íè ïðèëî æ åíèÿ íà âàðèàöèîííè ïðèíöèïè ,ôîíä �Íà ó÷íè

èçñëåäâàíèÿ�, ÄÎ02-338/2008

� Àäàïòèâíè è éåðàð õè÷íè àëãîðèòìè â ìåòî äà íà êðàéíèòå åëåìåíòè, ôîíä

�Íà ó÷íè èçñëåäâàíèÿ�, VU-MI-202/2006

� Finite elemen t preconditioners for algebraic problems as arising in mo delling

of m ultiphase microstructures, 2009/2011, Sw edish Researc h Council (VR)

Áëàãî äàðíîñòè

Ïî äíàñ ÿì íàé-ñúð äå÷íà áëàãî äàðíîñò íà íà ó÷íèÿ ñè ðúê îâî äèòåë ïðîô. äìí

Ñâåòîçàð Ìàðãåíîâ çà ïîñòî ÿííîòî âíèìàíèå, ñúäåéñòâèåòî, ê àêòî è ïîëçîò-

âîðíàò à ñúâìåñòíà ðàáîò à ïî ðàçðàáîòâàíèòå òåìè.

Äúëáîê î ñúì áëàãî äàðíà íà äîö. Ìàÿ Íåé÷åâà, ä-ð Èâàí Ã åîðãèåâ,

ä-ð Johannes Kraus, ïðîô. Ëþ äìèë Çèê àò àíîâ è ïðîô. Ïåòúð Ìèíåâ çà îê àçàíà-

ò à ïîìîù è ïîëåçíèòå äèñêó ñèè íà ðàçëè÷íè åò àïè îò ðàáîò àò à ïî äèñåðò àöèÿò à.

Ñúùî ò àê à áëàãî äàð ÿ è íà ê îëåãèòå îò ÈÈÊÒ-ÁÀÍ çà ïî äêðåïàò à è ñòèìó ëè-

ðàùàò à òâîð÷åñê à àòìîñôåðà.

Áëàãî äàðíà ñúì çà îê àçàíàò à ïî äêðåïà â ðàìêèòå íà öèòèðàíèòå íà ó÷íè

ïðîåêòè ÄÎ02-115/2008, ÄÎ02-147/2008, ÄÎ02-338/2008 è VU-MI-202/2006 êúì
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ôîíä "Íà ó÷íè èçñëåäâàíèÿ"è Finite elemen t preconditioners for algebraic problems

as arising in mo delling of m ultiphase microstructures êúì Sw edish Researc h Council.

Èçê àçâàì ñïåöèàëíè áëàãî äàðíîñòè íà ñåìåéñòâîòî ñè çà ïîñòî ÿííàò à ïî äê-

ðåïà. Ð àáîò àò à ïî äèñåðò àöèÿò à ïîñâåùàâàì íà áàùà ñè.
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Ã ëàâà 1

Âúâåäåíèå

Íàñòî ÿùàò à ã ëàâà èìà âúâåæäàù õ àðàêòåð. Òóê ñå ïðàâè âúâåäåíèå â ïðåäìåò-

íàò à îáëàñò íà èçñëåäâàíèÿò à â äèñåðò àöèÿò à, îáîáùàâàò ñå èçâåñòíè ôàêòè,

èçïîëçâàíè íà ðàçëè÷íè åò àïè îò èçëî æ åíèåòî íà ïðåäñò àâåíèòå ïî-êúñíî ðå-

çó ëò àòè. Ñòðóêòóðàò à íà âúâåäåíèåòî ñëåäâà äóõ à íà [60].

Öåëò à íà äèñåðò àöèÿò à å ðàçðàáîòâàíåòî íà åôåêòèâíè èòåðàöèîííè àëãî-

ðèòìè çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè, ïîëó÷åíè ÷ðåç äèñêðåòèçàöèè ïî ÌÊÅ ñ íåê îí-

ôîðìíè êðàéíè åëåìåíòè. Â ñëåäâàùèòå ðàçäåëè íà êðàòê î ïðåäñò àâÿìå îñíîâ-

íè ðåçó ëò àòè çà ìåòî äà íà êðàéíèòå åëåìåíòè, âúâåæäàìå ïîíÿòèåòî íåê îíôîð-

ìíè êðàéíè åëåìåíòè, ïðàâèì îïèñàíèå íà ìåòî äèòå íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ,

ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñëàâÿíå è îáîáùåíèÿ ìåòî ä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäè-

åíò ñ ïðåîáó ñëàâÿíå. Ð àçðàáîòåíèòå è ïðåäñò àâåíè â íàñòî ÿùèÿ òðó ä îïòèìàëíè

ïðåîáó ñëîâèòåëè ñå îñíîâàâàò íà ê îíñòðóèðàíåòî íà ìíîãîíèâîâè ðàçäåëÿíèÿ.

Ïî-äîëó îïèñâàìå òîçè ïî äõ î ä, ê àêòî è åäèí îñíîâåí ìåòî ä çà íåãîâèÿ àíàëèç

� èçâåæäàíåòî íà ëîê àëíè îöåíêè.

1.1 Ìåòî ä íà êðàéíèòå åëåìåíòè

Ìåòî äú ò íà êðàéíèòå åëåìåíòè å âàðèàíò íà êëàñè÷åñêèÿ ìåòî ä íà Ðèö, ïðè

ê îéòî êðàéíî-ìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî íà òúðñåíå íà åê ñòðåìóìà íà ôóíêöèîíàëà,

19
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äåôèíèðàí ÷ðåç âàðèàöèîííàò à ôîðìó ëèðîâê à ía çàäà ÷àò à, å íà ÷àñòè ïîëèíî-

ìèàëíî.

ÌÊÅ âúçíèêâà â èíæ åíåðíàò à ïðàêòèê à ê àòî ìåòî ä çà ðåøàâàíå íà çàäà ÷è

â ìåõ àíèê à íà ê îíñòðóêöèèòå. Ñê îðî ñò àâà ÿñíî, ÷å ìåòî äú ò èìà ìíîãî ïî-îáù

õ àðàêòåð è äíåñ òîé å ñðåä îñíîâíèòå ñðåäñòâà çà ÷èñëåíî ðåøàâàíå íà äèôåðåí-

öèàëíè óðàâíåíèÿ [4 , 10, 36, 41], íàëî æèëî ñå ïîðàäè åëåã àíòíàò à ìàòåìàòè÷åñ-

ê à ôîðìó ëèðîâê à è ïîðàäè øèðîê àò à óïîòðåáà çà ÷èñëåíî ðåøàâàíå íà âàæíè

(êëàñîâå îò) çàäà ÷è ñ ïðèëî æ åíèÿ â òåõíè÷åñêèòå, ìåäèöèíñêè, åñòåñòâåíè è

äðóãè íà óêè.

Íåê à ðàçã ëåäàìå åëèïòè÷íàò à ãðàíè÷íà çàäà ÷à

�r � (a(x)r u(x)) = f (x) x 2 
 ;(1.1.1à)

u = 0 x 2 � D ;(1.1.1á)

(a(x)r u(x)) � n = 0 x 2 � N ;(1.1.1â)

çà íåèçâåñòíàò à ñê àëàðíà ôóíêöèÿ u(x) êúäåòî 
 å ìíîãîúãúëíà (ìíîãîñòåííà)

îáëàñò â äâóìåðíîòî èëè òðèìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî Rd
, d = 2; 3, à f (x) 2 L 2(
)

å äàäåíà ôóíêöèÿ. Ïðåäïîëàã àìå, ÷å ê îåôèöèåíòíàò à ìàòðèöà a(x) â (1.1.1) å

ñèìåòðè÷íà, ïîëî æèòåëíî îïðåäåëåíà è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà â 
 , ò .å., ñú-

ùåñòâóâàò ïîëî æèòåëíè ê îíñò àíòè c1 è c2 , ò àê à ÷å,

(1.1.2) c1kvk2 � vT a(x) v � c2kvk2 8v 2 Rd; 8x 2 
 :

Ñ n å îçíà ÷åíà âúíøíàò à íîðìàëà êúì ãðàíèöàò à � = @
 . Ãðàíèöàò à å ðàçäå-

ëåíà íà äâå íåïðåñè÷àùè ñå ÷àñòè, � = � D [ � N , âúð õó ê îèòî èìà íàëî æ åíè

ñú îòâåòíî ãðàíè÷íè ó ñëîâèÿ íà Äèðèõëå è Íîéìàí.

Âàðèàöèîííàò à ôîðìó ëèðîâê à íà çàäà ÷à (1.1.1) ñå çàïèñâà âúâ âèäà: Çà äà-

äåíà äÿñíà ÷àñò f 2 L 2(
) òúðñèì u 2 V , ò àê à ÷å
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A(u; v) = F (v) 8v 2 V ;(1.1.3à)

A(u; v) :=
Z



a(x)r u(x) � r v(x) dx;(1.1.3á)

F (v) :=
Z



f (x) v(x) dx;(1.1.3â)

V := H 1
D (
) � f v 2 H 1(
) : v = 0 âúð õó � D g:(1.1.3ã)

Ïðèáëèæ åíî ðåøåíèå íà âàðèàöèîííàò à çàäà ÷à (1.1.3) òúðñèì â ïî äõ î äÿùî

êðàéíî-ìåðíî ïî äïðîñòðàíñòâî íà V . Ìåòî äú ò íà êðàéíèòå åëåìåíòè å òåõíèê à

çà èçáîð íà ò àêèâà ïî äïðîñòðàíñòâà. Íåê à 
 å ìíîãîúãúëíà îáëàñò , ðàçäåëåíà íà

êðàåí áðîé ïî äîáëàñòè, íàðå÷åíè êðàéíè åëåìåíòè. Åëåìåíòèòå e íà òîâà ðàç-

äåëÿíå (òðèàíãó ëàöèÿ) Th , íàðè÷àíî îùå êðàéíî-åëåìåíòíà ìðåæà , îáèêíîâåíî

èìàò ïðîñò à ôîðìà, íàïðèìåð òðèúãúëíèöè èëè ÷åòèðèúãúëíèöè â äâóìåðíèÿ

ñëó÷àé. Ìðåæ à, çà ê î ÿòî âñè÷êè åëåìåíòè e ñà (ãåîìåòðè÷íî) åäíàêâè, íàðè÷à-

ìå ðàâíîìåðíà. ×èñëîòî h := maxe2T h he, êúäåòî he å õ àðàêòåðíèÿò ðàçìåð íà

åëåìåíò à e, ñå íàðè÷à õ àðàêòåðåí ðàçìåð íà ìðåæ àò à (èëè ìðåæ îâ ïàðàìåòúð).

Íàé-÷åñòî èçïîëçâàíèòå â ÌÊÅ ïî äïðîñòðàíñòâà Vh ñúäúð æ àò íà ÷àñòè ïî-

ëèíîìè. Íåê à ñ C0(
) å îçíà ÷åíî ïðîñòðàíñòâîòî îò íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè,

äåôèíèðàíè âúð õó 
 . Ò îã àâà, ïðè ïðåäïîëî æ åíèå, ÷å

Vh := f v : vje 2 P r (e) 8e 2 Thg;

Pr (e) := f w : w å ïîëèíîì îò ñòåïåí íàé-ìíîãî r âúð õó eg 8e 2 Th;

ñëåäíîòî ó ñëîâèå íà íåïðåêúñíàòîñò å â ñèëà, âæ. íàïð. [56 ]:

(1.1.4) Vh � H 1(
) òîã àâà è ñàìî òîã àâà, ê îã àòî Vh � C 0(
) :

Èäåÿò à â ÌÊÅ å äà çàìåíèì áåçêðàéíî-ìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî V â (1.1.3) ñ

Vh , ò .å., äà ðàçã ëåäàìå çàäà ÷àò à: Äà ñå íàìåðè uh 2 Vh ò àê à ÷å

(1.1.5) A h(uh; vh) = F h(vh) 8vh 2 Vh;

êúäåòî â ñëó÷àÿ íà ñê àëàðíà åëèïòè÷íà çàäà ÷à, A h(�; �) è F h(�) ñå äåôèíèðàò
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ê àòî

A h(uh; vh) � A (uh; vh) :=
Z



a(x)r uh(x) � r vh(x) dx;(1.1.6à)

F h(vh) � F (vh) :=
Z



f (x) vh(x) dx:(1.1.6á)

Âñåêè ÌÊÅ ñ íà ÷àñòè ïîëèíîìè, ê îèòî ïðèíàäëåæ àò íà Ñîáîëåâîòî ïðîñò-

ðàíñòâî çà ê îåòî å äåôèíèðàíà âàðèàöèîííàò à çàäà ÷à, ò .å., Vh � V , ñå íàðè÷à

êîíôîð ìåí ìåòî ä, [36]. Êîã àòî òåñòîâèòå ôóíêöèè vh ñà îò ñúùîòî ïðîñòðàíñò-

âî Vh â ê îåòî ñå òúðñè (ïðèáëèæ åíîòî) ðåøåíèå uh , ÌÊÅ ñå íàðè÷à ñò àíäàðòåí

ìåòî ä íà Ã àëü îðêèí .

Ïðè ïðåäïîëî æ åíèå, ÷å Vh � V , ðàçëèê àò à ìåæäó (1.1.5) è (1.1.3à) äàâà

ðàâåíñòâîòî

(1.1.7) A(u � uh; vh) = 0 ; 8vh 2 Vh;

ê îåòî ÷åñòî ñå íàðè÷à îðòîãîíàëíîñò íà Ã àëü îðêèí . Ò î ïîê àçâà, ÷å êðàéíî-

åëåìåíòíîòî ðåøåíèå uh å ïðîåêöèÿ íà òî÷íîòî ðåøåíèå u âúð õó Vh îòíîñíî

ñê àëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå hv; wi A := A (v; w) (äåôèíèðàíî â V ). Ñ äðóãè äóìè,

uh å åëåìåíòú ò íà íàé-äîáðî ïðèáëèæ åíèå íà u â Vh â íîðìàò à, äåôèíèðàíà îò

ñê àëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå A(�; �) , ò .å.,

(1.1.8) ku � uhkA � k u � vhkA çà âñ ÿê î vh 2 Vh:

Ïðèìåð çà ê îíôîðìíè êðàéíè åëåìåíòè ñà ò àê à íàðå÷åíèòå êðàéíè åëåìåíòè

íà Êóðàíò , èëè îùå êîíôîð ìíè P1 å ëå ìåíòè , êúäåòî

(1.1.9) Vh = VC
h := f v 2 C0(
) : vje 2 P 1(e) 8e 2 Th; v(x) = 0 x 2 � D g:

Êîã àòî ïðîñòðàíñòâîòî Vh , ê îåòî èçïîëçâàìå çà ïðèáëèæ åíî ðåøàâàíå íà

âàðèàöèîííàò à çàäà ÷à, íå ñå ñúäúð æ à â V , ÌÊÅ ñå íàðè÷à íåêîíôîð ìåí ìåòî ä,

ò .å., äèñêðåòèçàöèÿ ñ íåê îíôîðìíè êðàéíè åëåìåíòè.

Äà ðàçã ëåäàìå çàäà ÷àò à â ñëàáà ôîðìà (1.1.5) çà ñëó÷àÿ íà êðàéíî-åëåìåíòíî

ïðîñòðàíñòâî Vh , ÷èèòî åëåìåíòè vh ñà íà ÷àñòè íåïðåêúñíàòè, íî íå ó äîâëåò-
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âîð ÿâàò ó ñëîâèåòî çà íåïðåêúñíàòîñò â öÿëàò à îáëàñò , ò .å. Vh 6� C0(
) . Çà åëèï-

òè÷íàò à ìî äåëíà çàäà ÷à áèëèíåéíàò à ôîðìà A h(�; �) ìî æ å äà ñå äåôèíèðà ê àòî

(1.1.10) A h(uh; vh) :=
X

e2T h

Z

e
a(e) r uh(x) � r vh(x) dx:

Â òîçè ñëó÷àé a(e) å íà ÷àñòè ê îíñò àíòíà, ñèìåòðè÷íà , ïîëî æèòåëíî îïðåäåëåíà

ìàòðèöà, äåôèíèðàíà ÷ðåç èíòåãðàëíî ó ñðåäíåíè ñòîéíîñòè íà a(x) âúð õó âñåêè

åëåìåíò e îò ìðåæ àò à Th , ò .å.,

(1.1.11) a(e) =
1
jej

Z

e
a(x) dx 8e 2 Th:

Ò àçè ôîðìó ëèðîâê à äîïó ñê à (ãîëåìè) ñê îê îâå íà ê îåôèöèåíòèòå ïî ãðàíèöàò à

ìåæäó ñúñåäíè êðàéíè åëåìåíòè îò Th .

Çàáåëåæê à 1.1.1 Ò úé êàòî wT a(x)w > 0 çà âñåêè âåêòîð w 6= 0 çà âñÿêà

òî÷êà x 2 e, òî wT a(e)w =
1
jej

wT

� Z

e
a(x) dx

�
w =

1
jej

Z

e
wT a(x)w dx > 0,

ò.å. a(e) å ïî ëîæèòå ëíî îïðåäå ëåíà.

Îñâåí ãðåøê àò à îò äèñêðåòèçàöèÿ, â ñëó÷àÿ íà íåê îíôîðìíè êðàéíè åëåìåí-

òè ñå ïî ÿâÿâà è âòîðè èçòî÷íèê íà ãðåøê à â ÷èñëåíîòî ðåøåíèå. Ò îé ñå äúëæè

íà ôàêò à, ÷å ðàâåíñòâîòî

A h(u; vh) = F h(vh) 8vh 2 Vh

íå å íåïðåìåííî â ñèëà.

Ïðèìåð çà íåê îíôîðìíè åëåìåíòè, èçïîëçâàíè çà äèñêðåòèçàöèÿ íà åëèï-

òè÷íè ãðàíè÷íè çàäà ÷è îò âòîðè ðåä, ñà êðàéíèòå åëåìåíòè íà Êðîçå-Ð àâèàð,

íàðè÷àíè îùå íåêîíôîð ìíè P1 å ëå ìåíòè , âæ. íàïð., [36]. Êðàéíî-åëåìåíòíîòî

ïðîñòðàíñòâî íà Êðîçå-Ð àâèàð ñå äåôèíèðà ê àòî

Vh = VCR
h := f v 2 L 2(
) : vje 2 P 1 8e 2 Th ;

v å íåïðåêúñíàò à â ñðåäèòå íà ñòðàíèòå íà 8e 2 Th ,

v å ðàâíà íà íó ëà â ñðåäèòå íà ñòðàíè ïî ãðàíèöàò à � D g;
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Èçâåñòíî å, ÷å çà åëèïòè÷íè çàäà ÷è, ãðåøê àò à ïðè äèñêðåòèçàöèÿ ñ íåê îíôîð-

ìíè åëåìåíòè íà Êðîçå-Ð àâèàð å îò ñúùèÿ ïîð ÿäúê ê àòî ãðåøê àò à ïðè äèñêðå-

òèçàöèÿ ñ ê îíôîðìè åëåìåíòè íà Êóðàíò , âæ. íàïð. [50].

Íåçàâèñèìî îò èçáðàíîòî êðàéíî-ìåðíî ïðîñòðàíñòâî, íàìèðàíåòî íà àï-

ðîê ñèìàöèÿ íà ðåøåíèåòî íà ãðàíè÷íè çàäà ÷è ê àòî (1.1.1) ÷ðåç ÌÊÅ ñå ñâåæäà

äî ðåøàâàíå íà ñèñòåìà ëèíåéíè àëãåáðè÷íè óðàâíåíèÿ ñ ãîëÿìà ðàçìåðíîñò ,

ïîëó÷åíè ïî ñëåäíèÿ íà ÷èí:

Íåê à ðàçã ëåäàìå áàçèñ íà êðàéíî-åëåìåíòíîòî ïðîñòðàíñòâî Vh , îçíà ÷åí ñ

� = f � 1; � 2; : : : ; � N g. Ò îã àâà âñ ÿê à ôóíêöèÿ vh â Vh èìà åäèíñòâåíî ïðåäñò àâÿíå

vh =
NX

i =1

vi � i

êúäåòî vi ñà ðåàëíè ê îåôèöèåíòè. Çàïèñâàìå ðåøåíèåòî uh íà (1.1.5) âúâ âèäà

uh =
P N

i =1 ui � i : Ò îã àâà, çàäà ÷àò à (1.1.5) å åêâèâàëåíòíà íà

(1.1.12)

NX

i =1

A h(� i ; � j )ui = F h(� j ); j = 1; 2; : : : ; N;

ê îåòî â ìàòðè÷íà ôîðìà ñå çàïèñâà ê àòî

(1.1.13) Au = b:

Òóê u = f ui gN
i =1 2 RN

å íåèçâåñòíèÿò âåêòîð, à äÿñíàò à ÷àñò b = f bj gN
j =1 2 RN

ñå äåôèíèðà ê àòî

(1.1.14) bj = F h(� j ) 1 � j � N:

Áàçèñíèòå ôóíêöèè � i 2 � èìàò ëîê àëåí íîñèòåë è ïî ê îíñòðóêöèÿ âúâ

âñåêè ðåä îò ìàòðèöàòà íà êîð àâèíà A = f aij gN
i;j =1 2 RN � N

èìà ñàìî íå ãîëÿì

áðîé åëåìåíòè

(1.1.15) aij = A h(� i ; � j ) 1 � i; j � N;

ðàçëè÷íè îò íó ëà. Ìàòðèöè, ê îèòî èìàò íå ïîâå÷å îò O(1) íåíó ëåâè åëåìåíò à

íà ðåä, ñå íàðè÷àò ð àçðåäåíè ìàòðèöè.
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Â ñëó÷àÿ íà åëèïòè÷íà áèëèíåéíà ôîðìà A h(�; �) å â ñèëà ñëåäíîòî âàæíî

ñâîéñòâî

vT Av =
NX

i;j =1

vi A h(� i ; � j )vj = A h(
NX

i =1

vi � i ;
NX

j =1

vj � j )

= A h(vh; vh) > 0 8v 6= 0:(1.1.16)

Îñâåí òîâà, îò ñèìåòðè÷íîñòò à íà A h(�; �) î÷åâèäíî ñëåäâà ÷å A å ñèìåòðè÷íà,

ê îåòî çàåäíî ñ (1.1.16) ïîê àçâà, ÷å A å ñèìåòðè÷íà è ïîëî æèòåëíî îïðåäåëåíà.

Íåê à h å õ àðàêòåðíèÿò ðàçìåð íà êâàçè-ðåãó ëÿðíàò à ìðåæ à Th . Ò îã àâà ñëåä-

íàò à îöåíê à å â ñèëà çà ñïåêòðàëíîòî ÷èñëî íà îáó ñëîâåíîñò íà ìàòðèöàò à íà

ê îðàâèíà çà åëèïòè÷íà çàäà ÷à îò âòîðè ðåä:

(1.1.17) � (A) =
� max (A)
� min (A)

= O(h� 2):

Çàáåëåæê à 1.1.2 Ó ñ ëîâèåòî çà êâàçè-ðåãóëÿðíîñò ìîæå äà ñå äå ôèíèð à, íàï-

ðèìåð, êàòî èçèñêâàíå çà îãð àíè÷åíîñò íà îòíîøåíèåòî íà ð àäèóñèòå íà îïè-

ñ àíàòà è âïèñ àíàòà îêðúæíîñòè çà êð àåí å ëå ìåíò, âæ. íàïð. [40]. Ïî ñúùåñ-

òâî, òîâà óñ ëîâèå ðåãóëèð à äîïóñòèìèòå úãëè íà å ëå ìåíòèòå îò òðèàíãóëà-

öèÿòà.

Çàáåëåæê à 1.1.3 Â äèñåðòàöèÿòà ïðåäïî ëàãàìå, ÷å ìðåæèòå ñ à ñúñòàâåíè

îò òðèúãú ëíè êð àéíè å ëå ìåíòè.

Çàáåëåæê à 1.1.4 Íà ð àçëè÷íè ìåñòà â òåêñòà èçïî ëçâàìå ïîíÿòèåòî �ð àâ-

íî ìåðíî� ñãúñòÿâàíå íà ìðåæàòà. Ïðè íåãî âñåêè êð àåí å ëå ìåíò îò äàäåíà

ãðóá à ìðåæà ñå ð àçäå ëÿ íà ÷åòèðè íîâè ãåî ìåòðè÷íî åäíàêâè òðèúãú ëíèêà,

÷ðåç ñâúðçâàíå íà ñðåäèòå íà ñòð àíèòå ìó.
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1.2 Èòåðàöèîííè ìåòî äè çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè

ñ ðàçðåäåíè ìàòðèöè

1.2.1 Ìåòî ä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò

Íåê à ìàòðèöàò à A å ñèìåòðè÷íà è ïîëî æèòåëíî îïðåäåëåíà. Ò îã àâà çàäà ÷àò à

çà íàìèðàíå íà ðåøåíèåòî íà ëèíåéíàò à ñèñòåìà

(1.2.18) Ax = b

å åêâèâàëåíòíà íà çàäà ÷àò à çà íàìèðàíå ìèíèìóìà íà ôóíêöèîíàëà  , äåôè-

íèðàí ê àòî

(1.2.19)  (x) =
1
2

xT Ax � xT b:

Â òîçè ñëó÷àé  (x) èìà åäèíñòâåí ìèíèìóì � 1
2bT A � 1b , ê îéòî ñå äîñòèã à çà

x = A � 1b .

Âúçìî æíà å ñëåäíàò à ïðîñò à èòåðàöèîííà ïðîöåäóðà çà ìèíèìèçèðàíå íà

êâàäðàòè÷íèÿ ôóíêöèîíàë  : Çà äàäåíî òåêóùî ïðèáëèæ åíèå x (n� 1) , ïðåñìÿ-

ò àìå ðåçèäó àëà

(1.2.20) r (n� 1) = b � Ax (n� 1) = �r  (x (n� 1))

è òúðñèì ñëåäâàùî ïðèáëèæ åíèå âúâ âèäà

(1.2.21) x (n) = x (n� 1) + � n r (n� 1); n = 1; 2; 3; : : : ;

êúäåòî � n ìèíèìèçèðà  (x (n� 1) + � n r (n� 1)) . Ïî òîçè íà ÷èí ïîëó÷àâàìå

(1.2.22) � n =
r T

(n� 1)r (n� 1)

r T
(n� 1)Ar (n� 1)

:

Òúé ê àòî r (n� 1) å îòðèöàòåëíèÿò ãðàäèåíò íà  â x (n� 1) , èòåðàöèîííèÿò ïðîöåñ

(1.2.21)�(1.2.22) å èçâåñòåí êàòî ìåòîä íà íàé-áúðçîòî ñïóñêàíå . Ã ëîáàëíàò à
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ìó ñ õ î äèìîñò ñëåäâà îò ñëåäíàò à îöåíê à çà ãðåøê àò à íà n -òîòî ïðèáëèæ åíèå

x (n) (âæ. íàïð. [60]):

(1.2.23) kx (n) � xk2
A � k x (n� 1) � xk2

A

�
1 �

4
2 + � (A) + 1 =� (A)

�
;

êúäåòî k:kA å íîðìàò à, ïîðî äåíà îò åíåðãåòè÷íîòî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå h�; �i A ;

ò .å., kx (n) � xk2
A = h(x (n) � x); (x (n) � x)i A = ( x (n) � x)T A(x (n) � x): Çà ñúæ àëå-

íèå ìåòî äú ò íà íàé-áúðçîòî ñïó ñê àíå ÷åñòî ñå ñ õ î æäà áàâíî, îñîáåíî ê îã àòî

ãðàäèåíòèòå â (1.2.21) èìàò ìíîãî áëèçêè ïîñîêè. Ò àçè òðó äíîñò ìî æ å äà áúäå

ïðåî äîëÿíà, àê î íàëî æèì ó ñëîâèåòî íàïðàâëåíèÿò à íà òúðñåíå äà ñà âçàèìíî

îðòîãîíàëíè ïî îòíîøåíèå íà åíåðãåòè÷íîòî ñê àëàðíî ïðîèçâåäåíèå, ò .å.,

(1.2.24) hp(i ) ; p(j ) i A = hp(i ) ; Ap(j ) i = pT
(i )Ap(j ) = 0 çà i 6= j:

Ìåòî äú ò íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò , ê îéòî ïðåäñò àâÿìå ïî-äîëó , èìà òîâà ñâîéñò-

âî.

Àëãîðèòúì 1.2.1 [Ìåòî ä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò] (âæ. íàïð. [49 ])

n = 0; r (0) = b � Ax (0) ;

while (íå å èçïú ëíåíî óñ ëîâèåòî çà ñïèð àíå íà èòåð àöèîííèÿ ïðîöåñ) do

n = n + 1

if (n = 1) then

p(1) = r (0)(1.2.25)

else

� n = �
hr (n� 1); p(n� 1) i A

hp(n� 1); p(n� 1) i A
(1.2.26)

p(n) = r (n� 1) + � np(n� 1)(1.2.27)

end

� n =
hr (n� 1); r (n� 1) i
hp(n) ; p(n) i A

(1.2.28)

x (n) = x (n� 1) + � np(n)(1.2.29)

r (n) = b � Ax (n)(1.2.30)

end
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Ñëåäíàò à ôóíäàìåíò àëíà ëåìà å â ñèëà çà ìåòî äà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò:

Ëåìà 1.2.1 Ñëåä èçïú ëíåíèåòî íà n èòåð àöèè â ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ ãð à-

äèåíò å â ñèëà:

spanf p(1) ; p(2) ; : : : ; p(n)g = spanf r (0) ; r (1) ; : : : ; r (n� 1)g(1.2.31)

= spanf r (0) ; Ar (0) ; : : : ; An� 1r (0) g

hr (i ) ; r (j ) i = 0 çà i 6= j; 0 � i; j � n � 1;(1.2.32)

hp(i ) ; p(j ) i A = 0 çà i 6= j; 1 � i; j � n:(1.2.33)

Ä î ê à ç à ò å ë ñ ò â î. Äîê àçàòåëñòâîòî ñå èçâúðøâà ïî èíäóêöèÿ, âæ. íàïð. [60].

Ñ ïîìîùò à íà Ëåìà 1.2.1 ìîã àò äà ñå äîê àæ àò ñëåäíèòå äâå òåîðåìè (âæ.

íàïð. [8, 60, 2])

Ò åîðåìà 1.2.1 Ð àçãëåæäàìå Àëãîðèòú ì 1.2.1 ñ óñ ëîâèå çà ñïèð àíå íà èòåð à-

öèîííèÿ ïðîöåñ r (n) = 0 . Ò îãàâà, (â òî÷íà àðèòìåòèêà) Ax (n) = b ñå äîñòèãà

çà íÿêîå n � N , êúäåòî N å ð àçìåðíîñòòà íà ñèñòå ìàòà.

Ä î ê à ç à ò å ë ñ ò â î. Ò åîðåìàò à ñëåäâà îò Ëåìà 1.2.1, ïîíåæ å ñúùåñòâóâàò íàé-

ìíîãî N âçàèìíî îðòîãîíàëíè íåíó ëåâè âåêòîðà r (n) , n � 0 .

Ò åîðåìà 1.2.1 ïîê àçâà, ÷å â òî÷íà àðèòìåòèê à ìåòî äú ò íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäè-

åíò äîñòèã à òî÷íîòî ðåøåíèå íà (1.2.18) ñëåä íå ïîâå÷å îò N èòåðàöèè. Êîã àòî

ìåòî äú ò íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñå ïðèëàã à êúì ñèñòåìè óðàâíåíèÿ ñ ãîëÿìà

ðàçìåðíîñò , òîçè ðåçó ëò àò å ñàìî ñ òåîðåòè÷íà ñòîéíîñò . Ïî-òî÷íà îöåíê à çà

ñê îðîñòò à íà ñ õ î äèìîñò íà Àëãîðèòúì 1.2.1 ñå äàâà îò ñëåäíàò à òåîðåìà:

Ò åîðåìà 1.2.2 Â ñèëà å íåð àâåíñòâîòî

(1.2.34) it (� ) �
1
2

p
� (A) ln (2=�) + 1 ;

êúäåòî ñ it (� ) å îçíà÷åíî íàé-ìàëêîòî öÿëî ïî ëîæèòå ëíî ÷èñ ëî n , çà êîåòî

n -òîòî ïðèá ëèæåíèå x (n) , ïðåñ ìåòíàòî ÷ðåç ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ ãð àäèåíò



Ï. Áî ÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòî äè çà íåê îíôîðìíè êðàéíè åëåìåíòè 29

(Àëãîðèòú ì 1.2.1), óäîâëåòâîðÿâà óñ ëîâèåòî

kx � x (n)kA � � kx � x (0) kA ; 8x (0) 2 RN :

1.2.2 Ìåòî ä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñëàâÿíå

Ñïîðåä Ò åîðåìà (1.2.2), áðî ÿò èòåðàöèè â ìåòî äà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò , íå-

îá õ î äèìè çà äîñòèã àíå íà æ åëàíà îòíîñèòåëíà òî÷íîñò , çàâèñè îò ñïåêòðàëíîòî

÷èñëî íà îáó ñëîâåíîñò íà ìàòðèöàò à íà ñèñòåìàò à. Â ÷àñòíîñò , îöåíê àò à (1.1.17)

ïðåäïîëàã à, ÷å áðî ÿò èòåðàöèè çà åëèïòè÷íè çàäà ÷è îò âòîðè ðåä, ùå ðàñòå ïðî-

ïîðöèîíàëíî íà O(
p

h� 2) = O(
p

N ) .

Ñ öåë ïî äîáð ÿâàíå íà ñ õ î äèìîñòò à â ñëó÷àÿ íà ðåøàâàíå íà ëîøî îáó ñëîâå-

íè ñèñòåìè, ñå ïðèëàã à ò àê à íàðå÷åíàò à òåõíèê à íà ïðåîáó ñëàâÿíå. Ìåòî äú ò íà

ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñëàâÿíå ñå å íàëî æèë ê àòî ïðåäïî÷èò àí èòåðàöè-

îíåí ìåòî ä çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè ëèíåéíè àëãåáðè÷íè óðàâíåíèÿ ñ ðàçðåäåíè

ñèìåòðè÷íè è ïîëî æèòåëíî îïðåäåëåíè ìàòðèöè. Ò îé ñå èçâåæäà, ê àòî Àëãîðè-

òúì 1.2.1 ñå ïðèëî æè çà òðàíñôîðìèðàíàò à (ïðåîáó ñëîâåíà) ñèñòåìà

1

(1.2.35)

eAex = eb;

êúäåòî

eA = C � 1
2 AC � 1

2 ; ex = C
1
2 x , à

eb = C � 1
2 b . Â àëãîðèòúìà íå å íåîá õ î äèìî

ÿâíî äà ñå èçïîëçâà ïðåäñò àâÿíåòî C = C
1
2 C

1
2

íà ïðåîáó ñëîâèòåëÿ (âæ. íàïð.,

[49]), ò àê à ÷å íà ïðàêòèê à ñå ðàáîòè äèðåêòíî ñúñ ñàìàò à ìàòðèöà C .

1

Àê î C å ñèìåòðè÷íà è ïîëî æèòåëíî îïðåäåëåíà, òî è ïðåîáó ñëîâåíàò à ìàòðèöà

eA ñúùî å

ò àê àâà.
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Àëãîðèòúì 1.2.2 [Ìåòî ä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñëàâÿíå] (âæ. íàïð.

[24 ])

n = 0; r (0) = b � Ax (0) ;

while (íå å èçïú ëíåíî óñ ëîâèåòî çà ñïèð àíå íà èòåð àöèîííèÿ ïðîöåñ) do

ðåøàâà ñå Cz(n) = r (n)(1.2.36)

n = n + 1


 n� 1 = hr (n� 1); z(n� 1) i

if (n = 1) then

p(1) = z(0)(1.2.37)

else

� n =

 n� 1


 n� 2
(1.2.38)

p(n) = z(n� 1) + � np(n� 1)(1.2.39)

end

q(n) = Ap(n)(1.2.40)

� n =

 n� 1

hp(n) ; q(n) i
(1.2.41)

x (n) = x (n� 1) + � np(n)(1.2.42)

r (n) = r (n� 1) � � nq(n)(1.2.43)

end

Àëãîðèòúì 1.2.2 èçïîëçâà ïñåâäî-ðåçèäó àëèòå z(n) = C � 1r (n) âìåñòî r (n) , åòî

çàùî â òîçè ñëó÷àé êâàäðàòè÷íèÿò ôóíêöèîíàë, ê îéòî ñå ìèíèìèçèðà, å

(1.2.44)  (ex) =
1
2

exT eAex � exT eb;

à âìåñòî Ax = b ñå ðåøàâà ñèñòåìàò à C � 1
2 Ax = C � 1

2 b . Ïðèáëèæ åíîòî ðåøåíèå,

ïîëó÷åíî ÷ðåç ìåòî äà íà ñïðåãíàòèÿò ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñëàâÿíå, ñå ñ õ î æäà êúì

òî÷íîòî ðåøåíèå íà îðèãèíàëíàò à ñèñòåìà (1.2.18). Ò åîðåìà 1.2.2 ìî æ å äà ñå

ïðèëî æè çà îïðåäåëÿíå íà ñê îðîñòò à íà ñ õ î äèìîñò è íà ìåòî äà íà ñïðåãíàòèÿ

ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñëàâÿíå, ê àòî òîçè ïú ò â îöåíê àò à (1.2.34) ó÷àñòâà ñïåêòðàë-

íîòî ÷èñëî íà îáó ñëîâåíîñò íà ïðåîáó ñëîâåíàò à ìàòðèöà, � = � (C � 1 A) .
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Ìåòî äú ò íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñëàâÿíå ïðèòåæ àâà íÿê îëê î âàæíè

ñâîéñòâà, à èìåííî:

� Ñê îðîñòò à íà ñ õ î äèìîñò ìî æ å äà ñå ïî äîáðè ÷ðåç ïî äõ î äÿù èçáîð íà ïðå-

îáó ñëàâÿíå.

� Àëãîðèòúìú ò íå å îáâúðçàí ñ ïàðàìåòðè, ê îèòî òð ÿáâà äà ñå îöåíÿâàò .

� Èçèñêâàíèÿò à çà èçïîëçâàíàò à ïàìåò ñà ìàëêè: â ðåàëèçàöèÿò à íà Àëãî-

ðèòúì 1.2.2 å íåîá õ î äèìî äà ñå ñúõðàíÿâàò ñàìî ïåò âåêòîðà, ðàçðåäåíàò à

ìàòðèöà A è (ôàêòîðèçèðàíî) ïðåäñò àâÿíå íà îïåðàòîðà C � 1
.

� Áðî ÿò íà àðèòìåòè÷íèòå îïåðàöèè çà åäíà èòåðàöèÿ å ìàëúê: Àëãîðè-

òúì 1.2.2 âêëþ÷âà åäíî óìíî æ åíèå íà ìàòðèöà ïî âåêòîð, òðè âåêòîðíè

îïåðàöèè è äâå ñê àëàðíè óìíî æ åíèÿ. Îñíîâíàò à òåæ åñò íà èç÷èñëåíèÿò à

ïàäà âúð õó ðåøàâàíåòî íà ñèñòåìè ñ ïðåîáó ñëîâèòåëÿ.

Îò îöåíê àò à íà ñê îðîñòò à íà ñ õ î äèìîñò è ê îíñòðóêöèÿò à íà ìåòî äà ñëåä-

âà ñëåäíàò à îáùà ñòðàòåãèÿ çà ê îíñòðóèðàíå íà åôåêòèâíè ïðåîáó ñëîâèòåëè

(âæ. íàïð. [8, 73]). Öåëò à å ìàòðèöàò à C â Àëãîðèòúì 1.2.2 äà ó äîâëåòâîð ÿâà

ñëåäíèòå äâå ó ñëîâèÿ:

� Äà ñúùåñòâóâà åôåêòèâåí àëãîðèòúì çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè ñ ïðåîáó ñ-

ëîâèòåëÿ C , ñ èç÷èñëèòåëíà ñëî æíîñò ìíîãî ïî-ìàëê à îò ñëî æíîñòò à íà

ðåøàâàíå íà ñèñòåìè ñ îðèãèíàëíàò à ìàòðèöà, ò .å. N (C � 1x) � N (A � 1x) .

� Îòíîñèòåëíîòî ÷èñëî íà îáó ñëîâåíîñò íà ïðåîáó ñëîâåíàò à ìàòðèöà äà å

ñúùåñòâåíî ïî-ìàëê î îò òîâà íà èçõ î äíàò à ìàòðèöà, ò .å., � (C � 1A) � � (A) .

Äåôèíèöèÿ 1.2.1 Êàçâàìå, ÷å ïðåîáóñ ëîâèòå ëÿò C å îïòèìàëåí, êîãàòî

N (C � 1x) = O(N ) è � (C � 1A) = O(1) , êúäåòî ñ N å îçíà÷åíà ð àçìåðíîñòòà

íà ñèñòå ìàòà.
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1.2.3 Îáîáùåí ìåòî ä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñëà-

âÿíå

Ò àê à íàðå÷åíèÿò îáîáùåí ìåòî ä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñëàâÿíå ïîçâî-

ëÿâà èçïîëçâàíåòî íà ðàçëè÷íè (ïðîìåíÿùè ñå) ïðåîáó ñëîâèòåëè íà ðàçëè÷íè

èòåðàöèè, âæ. íàïð. [7, 12 , 21 , 22, 71]. Â òîçè ñëó÷àé ïðåîáó ñëîâèòåëÿò íå ñå

ïðåäñò àâÿ ê àòî ëèíååí îïåðàòîð (ñèìåòðè÷íà ïîëî æèòåëíî îïðåäåëåíà ìàòðè-

öà), à ìî æ å äà ñå äåôèíèðà ÷ðåç ñàìèÿ èòåðàöèîíåí ïðîöåñ.

Îñíîâíàò à ðàçëèê à ïî îòíîøåíèå íà ñò àíäàðòíèÿ ìåòî ä íà ñïðåãíàòèÿ ãðà-

äèåíò å, ÷å ïîðàäè ïî-îáùèÿ âèä íà ïðåîáó ñëîâèòåëÿ, îðòîãîíàëíîñòò à íà íàï-

ðàâëåíèÿò à íà òúðñåíå p(n) íå å ã àðàíòèðàíà è òð ÿáâà äà ñå íàëî æè åê ñïëèöèò-

íî. Íåê à C[�] å ïðåîáó ñëîâèòåë, ò .å. èçîáðàæ åíèå îò RN
â RN

, ê îéòî ìî æ å äà å

è íåëèíååí, à ñòúïê à (1.2.36) â Àëãîðèòúì 1.2.2 å çàìåíåíà ñ z(n) = C � 1[r (n) ].

Ò îã àâà, ïðè ïðåäïîëî æ åíèå, ÷å A å ñèìåòðè÷íà è ïîëî æèòåëíî îïðåäåëåíà, íàï-

ðàâëåíèåòî íà òúðñåíå ñ íîìåð n ñå îðòîíîðìàëèçèðà ñïð ÿìî mn ïðåäõ î äíè

íàïðàâëåíèÿ íà òúðñåíå ïî îòíîøåíèå íà åíåðãåòè÷íîòî ñê àëàðíî ïðîèçâåäå-

íèå, äåôèíèðàíî îò A , ò .å.,

(1.2.45) p(n) = z(n� 1) �
n� 1X

j = n� mn

hz(n� 1); Ap(j ) i
hp(j ) ; Ap(j ) i

p(j )

êúäåòî f mngn=1 ;2;::: ñà ïàðàìåòðè.

Çàáåëåæê à 1.2.1 Ïîð àäè íåîáõîäèìîñòòà äà ñå ïàçÿò ïîâå÷å âåêòîðè è äî-

ïú ëíèòå ëíèòå èç÷èñ ëåíèÿ, îáîáùåíèÿò ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãð àäèåíò ñ ïðå-

îáóñ ëàâÿíå å ïî-ñêúï îò ñòàíäàðòíèÿ ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãð àäèåíò ñ ïðåî-

áóñ ëàâÿíå.
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Àëãîðèòúì 1.2.3 [Îáîáùåí ìåòî ä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñëàâÿíå]

(âæ. íàïð. [22, 71 ])

n = 0; r (0) = b � Ax (0) ;

while (íå å èçïú ëíåíî óñ ëîâèåòî çà ñïèð àíå íà èòåð àöèîííèÿ ïðîöåñ) do

z(n) = C � 1[r (n) ](1.2.46)

n = n + 1

p(n) = z(n� 1)

q(n) = Ap(n)(1.2.47)

for j = n � mn to n � 1(1.2.48)

� =
hq(n) ; p(j ) i


 j
p(n) = p(n) � � p(j )

q(n) = q(n) � � q(j )

end


 n = hp(n) ; q(n) i

� n =
hr (n) ; p(n) i


 n
x (n) = x (n� 1) + � np(n)

r (n) = r (n� 1) � � nq(n)

end

Îïåðàöèèòå îò òèï óìíî æ åíèå íà ìàòðèöà ïî âåêòîð, íåîá õ î äèìè çà (1.2.45) ñà

ñêðèòè â ñòúïê à (1.2.47) è íå ñå èçïúëíÿâàò ÿâíî â öèêúëà (1.2.48), ò .å., èçïúë-

íåíèåòî íà ñòúïê à (1.2.47) ïðåäè (1.2.48) ã àðàíòèðà A -îðòîãîíàëíè íàïðàâëåíèÿ

íà òúðñåíå. Çàïèñàí ïî òîçè íà ÷èí, çà ôèê ñèðàí ëèíååí îïåðàòîð C � 1[�] = C � 1

(çà ñèìåòðè÷åí è ïîëî æèòåëíî îïðåäåëåí ïðåîáó ñëîâèòåë C ), îïèñàíèÿò àëãî-

ðèòúì ïðè mn = n � 1 ñå ñâåæäà äî ñò àíäàðòíèÿ ìåòî ä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò

ñ ïðåîáó ñëàâÿíå.

Îáù ðåçó ëò àò çà ñ õ î äèìîñòò à íà îáîáùåíèÿ ìåòî ä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò

ñ ïðåîáó ñëàâÿíå å ïðåäñò àâåí â [7 ]. Â [71 ] å èçâåäåíà ñëåäíàò à îöåíê à çà ñëó÷àÿ

íà íåëèíååí ïðåîáó ñëîâèòåë, áëèçúê äî ëèíååí îïåðàòîð:
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Ò åîðåìà 1.2.3 ([71 ]) Íåêà A è C ñ à N � N ñèìåòðè÷íè ïî ëîæèòå ëíî îïðåäå-

ëåíè ìàòðèöè, à C � 1[�] å èçîáð àæåíèå îò RN
â RN

. Íåêà ñúùî òàêà b è x (0)

ñ à âåêòîðè îò RN
, à r (n) , x (n) ñ à ðåçèäóàëèòå è ïðèá ëèæåíèòå ðåøåíèÿ, ïî ëó-

÷åíè çà ïîñ ëåäîâàòå ëíîñò îò èòåð àöèè íà Àëãîðèòú ì 1.2.3 ñ ïðåîáóñ ëîâèòå ë

C[�] çà ëèíåéíàòà ñèñòå ìà Ax = b . À êî çà íÿêîå n ,

kC � 1[r (n) ] � C � 1r (n)kC

kC � 1r (n)kC
� � n < 1

òî òîãàâà

kx � x (n+1) kA

kx � x (n)kA
�

s

1 �
4� (1 � � n )2

(� + � 2
n (� � 1) + (1 � � n )2)2

êúäåòî � = � (C � 1A) .

1.3 Àëãåáðè÷åí ìíîãîíèâîâ èòåðàöèîíåí ìåòî ä �

AMLI

Àëãåáðè÷íèÿò ìíîãîíèâîâ ïðåîáó ñëîâèòåë (îò àíã ëèéñêè: Algebraic MultiLev el

Iteration metho d � AMLI) å îïòèìàëåí ïðåîáó ñëîâèòåë, ïðåäëî æ åí çà ïúðâè ïú ò

â [19, 20 ] çà ñëó÷àÿ íà åëèïòè÷íà çàäà ÷à, äèñêðåòèçèðàíà ñ ê îíôîðìíè ëèíåéíè

êðàéíè åëåìåíòè. Ïî-êúñíî ìåòî äú ò å îáîáùåí çà íåê îíôîðìíè äèñêðåòèçàöèè,

ïðåêúñíàò ìåòî ä íà Ã àëü îðêèí, ïðåäëî æ åíè ñà è íåëèíåéíè àëãîðèòìè (âæ.

íàïð. [26, 27, 28, 46, 57 , 60 , 63 , 64 , 65, 69] è öèòèðàíèÿò à, ïðåäñò àâåíè ò àì).

Íåê à A å ñèìåòðè÷íà ïîëî æèòåëíî ïîëó îïðåäåëåíà ìàòðèöà ñúñ ñëåäíîòî

áëî÷íî äâå íà äâå ïðåäñò àâÿíå:

(1.3.49) A =

"
A11 A12

A21 A22

#

;

êúäåòî áëîêú ò A11 å íåîñîáåí. Â ñèëà å ñëåäíàò à òî÷íà ôàêòîðèçàöèÿ:

(1.3.50) A =

"
A11

A21 S

# "
I 1 A � 1

11 A12

I 2

#

;

êúäåòî S, S = A22 � A21A � 1
11 A12; å äîïú ëíåíèåòî íà Øóð .
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Ëåìà 1.3.1 Íåêà A å ñèìåòðè÷íà ïî ëîæèòå ëíî îïðåäå ëåíà ìàòðèöà, à x ="
x1

x2

#

å âåêòîð ñ êî ìïîíåíòè x1 è x2 , ñúãëàñóâàíè ïî ð àçìåðíîñò ñ á ëî÷íîòî

ð àçäå ëÿíå (1.3.49) íà A , êàòî x2 å ôèêñèð àíî. Â ñèëà å ñ ëåäíîòî åêñòðå ìàëíî

ñâîéñòâî íà äîïú ëíåíèåòî íà Øóð:

(1.3.51) xT
2 Sx2 = min

x 1
xT Ax:

Îò Ëåìà (1.3.1) ñëåäâà, ÷å äîïúëíåíèåòî íà Øóð S íà ñèìåòðè÷íà ïîëî-

æèòåëíî îïðåäåëåíà ìàòðèöà A ñúùî å ñèìåòðè÷íà ïîëî æèòåëíî îïðåäåëåíà

ìàòðèöà.

Ð àçëè÷íè òåõíèêè íà ïðåîáó ñëàâÿíå ñå îñíîâàâàò íà àïðîê ñèìèðàíå íà (íÿ-

ê îè îò) áëîê îâåòå â (1.3.50). Âàæíî å äà ñå îòáåëåæè, ÷å äîïúëíåíèåòî íà Øóð

íà ðàçðåäåíà ìàòðèöà â îáùèÿ ñëó÷àé íå å ðàçðåäåíà ìàòðèöà. Ïðè ê îíñòðóè-

ðàíåòî íà åôåêòèâíè ïðåîáó ñëîâèòåëè, òîçè ôàêò âî äè äî íåîá õ î äèìîñòò à äà ñå

èçáåðå ïî äõ î äÿùà àïðîê ñèìàöèÿ íà S, ê î ÿòî äà å ðàçðåäåíà ìàòðèöà. Åäèí àë-

òåðíàòèâåí íà îïèñàíèÿ ïî-äîëó è èçïîëçâàí â äèñåðò àöèÿò à èçáîð íà ïî äîáíà

àïðîê ñèìàöèÿ, å ðàçã ëåäàí íàïð. â [13 , 58 , 70 ].

Åôåêòèâíîñòò à íà ïðåîáó ñëîâèòåëèòå, îñíîâàíè íà áëî÷íà ôàêòîðèçàöèÿ,

ñèëíî çàâèñè îò ñâîéñòâàò à íà ðàçäåëÿíåòî (1.3.49), ê îåòî ñå õ àðàêòåðèçèðà ñ

êîíñòàíòàòà â óñèëåíîòî íåð àâåíñòâî íà Êîøè-Áóíÿêîâñêè-Øâàðö (ÊÁØ).

1.3.1 Êîíñò àíò à â ó ñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà

Êîøè-Áóíÿê îâñêè-Øâàðö: ëîê àëíè îöåíêè

Íåê à W = V1 � V2 å ðàçäåëÿíå íà âåêòîðíîòî ïðîñòðàíñòâî, ñúã ëàñóâàíî ïî

ðàçìåðíîñò ñ áëî÷íîòî ïðåäñò àâÿíå (1.3.49) íà ïîëî æèòåëíî ïîëó îïðåäåëåíàò à

ìàòðèöà A ñ íåîñîáåí áëîê A11 . Íåê à ñúùî ò àê à v i 2 Vi , i = 1; 2 è W1 = f v =

[vT
1 ; 0T ]T g, W2 = f v = [ 0T ; vT

2 ]T g.

Êîíñò àíò àò à â ó ñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà Êîøè-Áóíÿê îâñêè-Øâàðö ñå äåôè-

íèðà ê àòî ìèíèìàëíàò à ïîëî æèòåëíà ê îíñò àíò à 
 , ó äîâëåòâîð ÿâàùà çà âñåêè
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íåíó ëåâè v i 2 Vi , i = 1; 2, íåðàâåíñòâîòî

(1.3.52) jvT
1 A12v2j � 


�
vT

1 A11v1 vT
2 A22v2

	 1=2
:

Ò àê à äåôèíèðàíà, 
 õ àðàêòåðèçèðà áëî÷íîòî ðàçäåëÿíå íà ìàòðèöàò à. Êîíñ-

ò àíò àò à â ó ñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ å èíäèê àòîð çà îòíîñèòåëíàò à òåæ åñò

(âëèÿíèå) íà èçâúí-äèàãîíàëíèòå áëîê îâå A12 = AT
21 è ãåîìåòðè÷íî ñå èíòåðï-

ðåòèðà ê àòî ê îñèíó ñà íà àáñòðàêòíèÿ úãúë ìåæäó ïðîñòðàíñòâàò à W1 è W2 .

Ñëåäíèòå òðè ëåìè (âæ. íàïð. [8, 44 ]) ñà îñíîâàò à çà èçâåæäàíå íà òåîðå-

òè÷íè îöåíêè íà ê îíñò àíò àò à â ó ñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà Êîøè-Áóíÿê îâñêè-

Øâàðö.

Ëåìà 1.3.2 Íåêà A å ñèìåòðè÷íà ïî ëîæèòå ëíî ïî ëóîïðåäå ëåíà ìàòðèöà, A11

å ïî ëîæèòå ëíî îïðåäå ëåíà, à 
 å íàé-ìàëêàòà êîíñòàíòà, çà êîÿòî å èçïú ë-

íåíî (1.3.52). Ò îãàâà:

(à) 
 � 1.

(á) 
 = 1 àêî ñúùåñòâóâà w =

"
v1

v2

#

2 ker(A) çà êîåòî v2 62ker(A22) .

(â) 
 < 1 àêî çà âñÿêî w =

"
v1

v2

#

2 ker(A) å èçïú ëíåíî v2 2 ker(A22) .

(ã) Ïðè ïðåäïî ëîæåíèÿòà âúâ (â),


 = sup
v i 2 Vi nker(A ii ); i =1 ;2

v1
T A12v2

(v1
T A11v1 v2

T A22v2)1=2
:

Ëåìà 1.3.3 Íåêà A å ñèìåòðè÷íà ïî ëîæèòå ëíî ïî ëóîïðåäå ëåíà ìàòðèöà, èç-

ïú ëíÿâàùà óñ ëîâèåòî (â) îò Ëå ìà 1.3.2. Ò îãàâà

(à)

(1.3.53) 
 2 = sup
v 22 V2nker(A 22 )

v2
T A21A � 1

11 A12v2

v2
T A22v2

:
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(á) çà âñÿêî v2 2 V2 n ker(A22)

(1.3.54) 1 � 
 2 �
v2

T Sv2

vT
2 A22v2

< 1;

êúäåòî ëÿâîòî íåð àâåíñòâî å òî÷íî, à äÿñíîòî å òî÷íî, àêî ker(A12) 6=

f 0g.

Ñëåäíèÿò âàæ åí ðåçó ëò àò çà ëîê àëåí àíàëèç íà ê îíñò àíò àò à â ó ñèëåíîòî íå-

ðàâåíñòâî íà Êîøè-Áóíÿê îâñêè-Øâàðö, ìî æ å äà ñå ïîê àæ å ñ ïîìîùò à íà ãîð-

íèòå äâå ëåìè (âæ. ñúùî [65]). Íåê à ïðåäïîëî æèì, ÷å ìàòðèöàò à íà ñèñòåìàò à

ìî æ å äà ñå ïðåäñò àâè ê àòî

(1.3.55) A =
X

E 2E

AE ; v =
X

E 2E

vE ;

êúäåòî AE ñà ñèìåòðè÷íè ïîëî æèòåëíî ïîëó îïðåäåëåíè ëîê àëíè ìàòðèöè, E å

ìíî æ åñòâî îò èíäåê ñè, à ñóìèðàíåòî å â ñìèñúë íà àñåìáëèðàíå. Ïî åñòåñòâåí

íà ÷èí ã ëîáàëíîòî ðàçäåëÿíå íà âåêòîðíîòî ïðîñòðàíñòâî îïðåäåëÿ äâå íà äâå

áëî÷íî ïðåäñò àâÿíå íà ëîê àëíèòå ìàòðèöè AE è ñú îòâåòíèòå âåêòîðè vE ,

(1.3.56) AE =

"
AE :11 AE :12

AE :21 AE :22

#

; vE =

"
vE :1

vE :2

#

:

Ëåìà 1.3.4 Íåêà ëîêàëíèòå ìàòðèöè AE , E 2 E , óäîâëåòâîðÿâàò óñ ëîâèå

(â) íà Ëå ìà 1.3.2. Íåêà ñúùî òàêà VE :i , i = 1; 2 å åñòåñòâåíàòà ðåñòðèêöèÿ

íà Vi , ïîðîäåíà îò ëîêàëíàòà ìàòðèöà AE . Ò îãàâà

(1.3.57) 
 � max
E 2E


 E < 1

êúäåòî ñ 
 E ñ ìå îçíà÷èëè ëîêàëíàòà êîíñòàíòà â óñèëåíîòî íåð àâåíñòâî íà

ÊÁØ, îòãîâàðÿùà íà AE , ò.å.,

(1.3.58) 
 2
E = sup

v E :2 2 VE :2 nker(A E :22 )

vT
E :2AE :21A � 1

E :11AE :12vE :2

vT
E :2AE :22vE :2

:

Çàáåëåæê à 1.3.1 Ó ñ ëîâèå (â) íà Ëå ìà 1.3.2 ãàð àíòèð à, ÷å å â ñèëà íåð àâåíñ-

òâîòî 
 E < 1.
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1.3.2 Àëãåáðè÷íè äâóíèâîâè ìåòî äè

Ð àçã ëåæäàìå àäèòèâåí ( CA ) è ìó ëòèïëèê àòèâåí ( CF ) äâóíèâîâè ïðåîáó ñëîâè-

òåëè â ñëåäíàò à àëãåáðè÷íà ôîðìà:

(1.3.59) CA =

"
A11

A22

#

;

(1.3.60) CF =

"
A11

A21 A22

# "
I A � 1

11 A12

I

#

:

Çà àäèòèâíèÿ ïðåîáó ñëîâèòåë CA ñå èçïîëçâà áëî÷íî-äèàãîíàëíàò à ÷àñò íà îðè-

ãèíàëíàò à ìàòðèöà, à ìó ëòèïëèê àòèâíèÿò CF ñå ïîëó÷àâà ê àòî äîïúëíåíèåòî

íà Øóð S ñå çàìåñòè ñ áëîê à A22 â òî÷íàò à ôàêòîðèçàöèÿ (1.3.50).

Îòíîñèòåëíèòå ÷èñëà íà îáó ñëîâåíîñò íà ãîðå äåôèíèðàíèòå äâà äâóíèâîâè

ìåòî äà ìîã àò äà áúäàò îöåíåíè ñ ïîìîùò à íà ê îíñò àíò àò à â ó ñèëåíîòî íåðàâåí-

ñòâî íà Êîøè-Áóíÿê îâñêè-Øâàðö, ê àòî (âæ. íàïð. [2, 60 ]):

(1.3.61) �
�
C � 1

A A
�

�
1 + 

1 � 


;

(1.3.62) �
�
C � 1

F A
�

�
1

1 � 
 2
:

Â ïî-îáùà ïîñò àíîâê à äâóíèâîâèòå ìåòî äè ìîã àò äà áúäàò äåôèíèðàíè è

âúâ âèäà

(1.3.63) CA =

"
C11 0

0 C22

#

;

(1.3.64) CF =

"
C11 0

A21 C22

# "
I 1 C � 1

11 A12

0 I 2

#

;

ê àòî â òîçè ñëó÷àé îòíîñèòåëíèòå ÷èñëà íà îáó ñëîâåíîñò çàâèñ ÿò îò àïðîê ñè-

ìàöèîííèòå ñâîéñòâà íà áëîê îâåòå C11 è C22 îòíîñíî A11; A22; S. Ïîâå÷å ïî ä-

ðîáíîñòè çà òåçè îöåíêè, ê àêòî è çà äðóãè ôîðìó ëèðîâêè íà CA è CF ìîã àò äà

áúäàò íàìåðåíè, íàïðèìåð, â [8] è [14].
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(à) Ð àôèíèðàíà ìðåæ à Th (á) Ìàêðîåëåìåíò E

Ôèãóðà 1.1: Ð àçäåëÿíå íà âúçëèòå ïðè ïîñòðî ÿâàíå íà äâóíèâîâè ïðåîáó ñëîâè-

òåëè çà ê îíôîðìíè ëèíåéíè êðàéíè åëåìåíòè: (à) Ìðåæ àò à Th å ïîëó÷åíà ÷ðåç

ðàâíîìåðíî ñãúñò ÿâàíå íà TH ; (á) Âúçëèòå íà ìðåæ àò à ðàçäåëÿìå íà äâå ãðó-

ïè: ïúðâàò à ñúäúð æ à âúçëèòå îò TH (ñ íîìåðà 4, 5 è 6), à âòîðàò à� âúçëèòå,

äîáàâåíè ïðè ðàôèíèðàíåòî (ñ íîìåðà 1, 2 è 3)

Êëàñè÷åñê àò à òåîðèÿ íà îïòèìàëíèòå äâóíèâîâè ìåòî äè çà çàäà ÷è, äèñêðå-

òèçèðàíè ñ ÌÊÅ, çà ïúðâè ïú ò å ïðåäñò àâåíà â [14 , 23 ], âæ. ñúùî [9]. Îñíîâíàò à

çàäà ÷à â ê îíñòðóèðàíåòî íà äâóíèâîâè ïðåîáó ñëîâèòåëè, å äà ñå èçáåðå ïî äõ î-

äÿùî ðàçäåëÿíå íà ìàòðèöàò à íà ê îðàâèíà, ò àê à ÷å ê îíñò àíò àò à â ó ñèëåíîòî

íåðàâåíñòâî íà Êîøè-Áóíÿê îâñêè-Øâàðö äà å äàëå÷ îò åäèíèöà.

Îáùèÿò ïî äõ î ä çà ïîëó÷àâàíå íà áëî÷íî äâå-íà-äâå ïðåäñò àâÿíå íà ìàòðè-

öàò à íà ñèñòåìàò à ñå áàçèðà íà äåôèíèðàíåòî íà äâå âëî æ åíè êðàéíî-åëåìåíòíè

ïðîñòðàíñòâà VH � V h , ñú îòâåòñòâàùè íà ïîñëåäîâàòåëíè ðàâíîìåðíè ñãúñò ÿ-

âàíèÿ íà ìðåæ àò à. Ò àçè òåõíèê à å ïúðâîíà ÷àëíî ïðåäëî æ åíà çà ïðåîáó ñëàâÿíå

íà åëèïòè÷íè çàäà ÷è, äèñêðåòèçèðàíè ñ ê îíôîðìíè ëèíåéíè êðàéíè åëåìåíòè,

ê îåòî å è íàé-äîáðå èçó÷åíèÿ ñëó÷àé.

Íåê à TH è Th ñà äâå ïîñëåäîâàòåëíè òðèàíãó ëàöèè íà îáëàñòò à 
 , êúäåòî Th

å ïîëó÷åíà ÷ðåç ðàâíîìåíî ñãúñò ÿâàíå íà TH , à VH è Vh ñà ñú îòâåòíèòå êðàéíî-

åëåìåíòíè ïðîñòðàíñòâà. Ñ f � (k)
H ; k = 1; 2; � � � ; NH g è f � (k)

h ; k = 1; 2; � � � ; Nhg

îçíà ÷àâàìå ñò àíäàðòíèòå áàçèñíè âúçëîâè ôóíêöèè íà VH è Vh . Ð àçäåëÿìå âúç-

ëèòå N h íà ìðåæ àò à Th íà äâå ãðóïè: ïúðâàò à ñúäúð æ à âúçëèòå N H îò TH , à

âòîðàò à � îñò àíàëèòå, äîáàâåíè ïðè ðàôèíèðàíåòî, âúçëè N hnH îò ThnTH , âæ.
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Ôèãóðà 1.1. Ò àê à íàðå÷åíèòå éåð àðõè÷íè á àçèñíè ôóíêöèè ñå äåôèíèðàò ê àòî

(1.3.65) f e� (k)
h ; k = 1; 2; � � � ; Nhg = f � (l )

H âúð õó TH g [ f � (m)
h âúð õó ThnTH g;

à ìàòðèöàò à

eAh , ñú îòâåòñòâàùàò à íà áàçèñà (1.3.65) íàðè÷àìå éåð àðõè÷íà ìàò-

ðèöàòà íà êîð àâèíà . Ð àçäåëÿíåòî (1.3.65) äåôèíèðà áëî÷íà äâå íà äâå ñòðóê-

òóðà è çà äâåòå ìàòðèöè, Ah è

eAh ,

(1.3.66) Ah =

"
A11 A12

A21 A22

#
gNhnH

gNH

;

(1.3.67)

eAh =

"
eA11

eA12

eA21
eA22

#

=

"
A11

eA12

eA21 AH

#
gNhnH

gNH

:

Èçâåñòíî å, ÷å çà ðàçã ëåæäàíèÿ ñëó÷àé íà ëèíåéíè ê îíôîðìíè êðàéíè åëåìåí-

òè, ìàòðèöàò à, òðàíñôîðìèðàùà âåêòîðèòå îò ñò àíäàðòåí â éåðàð õè÷åí áàçèñ,

èìà âèäà

(1.3.68) Jh =

"
I 0

J21 I

#

:

Òðàíñôîðìàöèÿò à íà ñò àíäàðòíàò à ìàòðèöà íà ê îðàâèíà Ah â éåðàð õè÷íàò à

ìàòðèöà

eAh = JhAJ T
h íå ïðîìåíÿ äîïúëíåíèåòî íà Øóð, ò .å.,

(1.3.69) S = A22 � A21A � 1
11 A12 = eA22 � eA21

eA � 1
11

eA12 = eS:

Â ñëó÷àÿ íà ê îíôîðìíè ëèíåéíè êðàéíè åëåìåíòè, éåðàð õè÷íîòî äâóíèâî-

âî ðàçäåëÿíå (1.3.67) èçïúëíÿâà ó ñëîâèÿò à íà Ëåìà 1.3.4. Èíäåê ñèòå E îá õ î æ-

äàò ìíî æ åñòâîòî îò ìàêðîåëåìåíòè E 2 Th , êúäåòî ìàêðîåëåìåíòú ò E 2 Th å

ñúâêóïíîñòò à îò òðèúãúëíèòå êðàéíè åëåìåíòè ïîëó÷åíè ïðè ðàâíîìåðíî ðà-

ôèíèðàíå íà êðàåí åëåìåíò îò ãðóáàò à ìðåæ à (âæ. Ôèãóðà 1.1 (á)), à AE ñà

ìàêðîåëåìåíòíèòå ìàòðèöè íà ê îðàâèíà. Ò îã àâà, ñïîðåä Ëåìà 1.3.3, ëîê àëíèòå

ê îíñò àíòè â ó ñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ ìîã àò äà áúäàò ïðåñìåòíàòè ïî

ñëåäíèÿ íà ÷èí:

(1.3.70) 
 2
E = 1 � � 1;
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êúäåòî � 1 å ìèíèìàëíîòî ñîáñòâåíî ÷èñëî íà îáîáùåíàò à ñïåêòðàëíà çàäà ÷à

(1.3.71)

eSE vE :2 = �A evE :2; vE :2 6= c;

à cT = ( c; c;� � � ; c) å ïðîèçâîëåí ðåàëåí ê îíñò àíòåí âåêòîð.

Ëîê àëíèÿò àíàëèç å ïðèëî æèì è çà íåê îíôîðìíè êðàéíè åëåìåíòè, ê àòî â

òîçè ñëó÷àé îñíîâåí ïðîáëåì å äà ñå äåôèíèðà ïî ïî äõ î äÿù íà ÷èí éåðàð õè÷åí

áàçèñ (âæ. íàïð. [27, 46, 69]). Ïî-ñïåöèôè÷íè òåõíèêè ñå ïðèëàã àò è çà ïðåêúñ-

íàò ìåòî ä íà Ã àëü îðêèí, íàïðèìåð â [64, 65 ]. Îáùàò à ïîñò àíîâê à íà Ëåìà 1.3.4 å

ïðèëî æèìà â ðàçëè÷íè ê îíêðåòíè ñëó÷àè è å â îñíîâàò à íà ÷àñò îò ðåçó ëò àòèòå

â äèñåðò àöèÿò à.

1.3.3 Ëèíåéíè è íåëèíåéíè AMLI ìåòî äè

Íåê à T0 � T 1 � ::: � T ` ñà òðèàíãó ëàöèè, ïîëó÷åíè ÷ðåç ïîñëåäîâàòåëíî ðàâ-

íîìåðíî ñãúñò ÿâàíå íà äàäåíà íà ÷àëíà ìðåæ à T0 , ñ áðîé íà âúçëèòå ñú îòâåòíî

N0 < N 1 < ::: < N ` . Ùå èçïîëçâàìå ñëåäíèòå îçíà ÷åíèÿ: C(k)
å ïðåîáó ñëîâè-

òåë íà êðàéíî-åëåìåíòíà ìàòðèöà A(k)
, ñú îòâåòñòâàùà íà ìðåæ àò à Tk , ïîëó÷åíà

ñëåä k ðàôèíèðàíèÿ íà T0 , (0 � k � `) . Ìàòðèöèòå

eA(k)
ñà éåðàð õè÷íè ìàòðè-

öè íà íèâî k , ïîëó÷åíè ñ ïîìîùò à íà äâóíèâîâè éåðàð õè÷íè òðàíñôîðìàöèè

äåôèíèðàíè îò ðàçðåäåíè ìàòðèöè J (k)
, ò .å.,

(1.3.72)

eA(k) = J (k)A(k)(J (k))T :

Ìíîãîíèâîâèòå ìåòî äè ñå áàçèðàò íà äâóíèâîâè ìåòî äè. Äèðåêòíîòî ðåêóð-

ñèâíî îáîáùåíèå âî äè äî êëàñ éåðàð õè÷íè ìåòî äè, çà ê îèòî ÷èñëîòî íà îáó ñëî-

âåíîñò â îáùèÿ ñëó÷àé ðàñòå (åê ñïîíåíöèàëíî) ñ óâåëè÷àâàíå íà áðî ÿ íà íèâàò à

` . Åòî çàùî, çà äà ñå ïîñòðî ÿò ìíîãîíèâîâè ïðåîáó ñëîâèòåëè ñ îïòèìàëíî ÷èñëî

íà îáó ñëîâåíîñò , ò .å.,

� (C(` ) � 1
A(` )) = O(1);

è îïòèìàëíà èç÷èñëèòåëíà ñëî æíîñò (ïðîïîðöèîíàëíà íà áðî ÿ íà íåèçâåñòíè-

òå N` íà íàé-ôèíàò à ìðåæ à), éåðàð õè÷íèòå ïðåîáó ñëîâèòåëè ñå ê îìáèíèðàò ñ

ðàçëè÷íè ñò àáèëèçàöèîííè òåõíèêè.
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Ò àê à íàðå÷åíèÿò àëãåáðè÷åí ìíîãîíèâîâ èòåðàöèîíåí ìåòî ä (AMLI) å åäèí

ê îíêðåòåí ïî äõ î ä çà àëãåáðè÷íà ñò àáèëèçàöèÿ íà íÿê îè (èëè âñè÷êè) íèâà k =

1; � � � ; ` ÷ðåç ñïåöèàëíî ïîñòðîåí ìàòðè÷åí ïîëèíîì P� k îò ñòåïåí � k .

Öåëò à å äà ñå ïîñòðîè ïðåîáó ñëîâèòåë C(` )
çà ìàòðèöàò à A(` ) := Ah íà íàé-

ôèíàò à ìðåæ à.

Êîíñòðóêöèÿò à å ðåêóðñèâíà, ê àòî ñå çàïî÷âà îò íèâî 0, àñîöèèðàíî ñ ïúð-

âîíà ÷àëíàò à (íàé-ãðóáà) òðèàíãó ëàöèÿ:

(1.3.73) C(0) := A(0) :

Íåê à AMLI ïðåîáó ñëîâèòåëÿò íà íèâî k � 1 å C(k� 1)
, òîã àâà C(k)

íà íèâî k ñå

äåôèíèðà ê àòî

(1.3.74) C(k) := ( J (k))� 1

"
C(k)

11 0
eA(k)

21 Z (k� 1)

# "
I (k)

1 (C(k)
11 )� 1 eA(k)

12

0 I (k)
2

#

(J (k))� T :

Ïðè ëèíåéíèÿò AMLI ìåòî ä äîïúëíåíèåòî íà Øóð

eS(k)
ñå àïðîê ñèìèðà ÷ðåç

(1.3.75) Z (k� 1) := A(k� 1)
�

I � P� k (C(k� 1) � 1
A(k� 1))

� � 1
;

êúäåòî P� k å ïîëèíîì îò ñòåïåí � k ñúñ ñâîéñòâîòî

P� k (0) = 1 :

Ìî æ å äà ñå ïîê àæ å, ÷å (1.3.75) å åêâèâàëåíòíî íà

(1.3.76) Z (k� 1) � 1
= C(k� 1) � 1

Q� k � 1 (A(k� 1)C(k� 1) � 1
)

êúäåòî ïîëèíîìú ò Q� k � 1 îò ñòåïåí k � 1 èìà ñëåäíèÿ âèä:

(1.3.77) Q� k � 1 (t) =
1 � P� k (t)

t
:

Íà ñòúïê à (1.2.36) â Àëãîðèòúì 1.2.2 â ìåòî äà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò òð ÿáâà

äà ñå ðåøè ñèñòåìà ñ ïðåîáó ñëîâèòåëÿ C(` )
. Äåéñòâèåòî íà C(` ) � 1

ñå ðåàëèçèðà

÷ðåç îïðåäåëåí AMLI öèêúë. Ôîðìàëíî ðàçëè÷íèòå âàðèàíòè íà AMLI öèêëè
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ìîã àò äà áúäàò îïèñàíè ñ ïîìîùò à íà âåêòîð � = ( � 1; � 2; : : : ; � l )T
, äåôèíèðàù

ñòåïåíèòå � k íà ñò àáèëèçèðàùèÿ ïîëèíîì ïî íèâà k = 1; 2; : : : ; ` . Ñëó÷àÿò , â

ê îéòî íà âñ ÿê î íèâî ïîëèíîìú ò P� k å îò ïúðâà ñòåïåí, � k = 1; 1 � k < ` , å

èçâåñòåí â ëèòåðàòóðàò à ê àòî AMLI V-öèêúë. Êîã àòî ñò àáèëèçàöèÿò à íà âñ ÿê î

íèâî ñå ðåàëèçèðà ñ ïîëèíîì îò ñòåïåí, � k = �; � > 1; 1 � k < ` , ìåòî äú ò ñå

íàðè÷à AMLI W-öèêúë îò ñòåïåí � .

Íåê à ê îíñò àíòèòå 
 k â ó ñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ, ñú îòâåòñòâàùè íà

íèâàò à íà ñãúñò ÿâàíå íà ìðåæ àò à 1 � k < ` , ñà ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíè îò

÷èñëîòî 
 < 1, ò .å. 
 k � 
 . Ñëåäíîòî äîñò àòú ÷íî ó ñëîâèå çà îïòèìàëíîñò íà

ëèíåéíèÿ AMLI ìåòî ä å â ñèëà çà ñòåïåíò à � k = � íà ñò àáèëèçèðàùèÿ ïîëèíîì

(âæ. íàïð. [20, 21 ], ê àêòî è [60]):

(1.3.78)

1
p

1 � 
 2
< � < �;

êúäåòî � = min
k

Nk

Nk� 1
. Àê î íåðàâåíñòâàò à (1.3.78) ñà èçïúëíåíè, òî ñúùåñòâóâà

ïîëèíîì P� , ò àê à ÷å ñú îòâåòíèÿò ëèíååí AMLI ìåòî ä èìà îïòèìàëíà ñê îðîñò

íà ñ õ î äèìîñò è îïòèìàëíà èç÷èñëèòåëíà ñëî æíîñò .

Íåê à çà ñèìåòðè÷íèòå ïîëî æèòåëíî îïðåäåëåíè ìàòðèöè C(k)
11 å èçïúëíåíî

ó ñëîâèåòî

(1.3.79) vT eA(k)
11 v � vT C(k)

11 v � (1 + � )vT eA(k)
11 v; çà âñ ÿê î v:

Ò îã àâà, çà ñëó÷àÿ � = 2 , ê îåôèöèåíòèòå q0 è q1 íà ïîëèíîìà Q1(y) = q0+ q1y ñ

îïòèìàëíè ñò àáèëèçèðàùè ñâîéñòâà â AMLI W-öèêúëà, ìîã àò äà ñå ïðåñìåòíàò

ïî ñëåäíèòå ôîðìó ëè (âæ. íàïð. [20 , 47 ]):

(1.3.80) q0 =
2
!

; q1 =
� 1

1 � 
 2 + � (1 � 2! )
; êúäåòî ! =

p
1 + � + � 2 � 
 2 � �:

Ïðè ê îíñòðóèðàíå íà AMLI ìåòî äè âàæíà ðîëÿ èãðàÿò ñëåäíèòå äâà àñïåêò à:

(à) Ð àâíîìåðíà îöåíê à íà ê îíñò àíò àò à â ó ñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ 
 <

1, ê î ÿòî îïðåäåëÿ ê à ÷åñòâîòî íà äâóíèâîâèòå ðàçäåëÿíèÿ ïî íèâà è å íå-

îá õ î äèìà çà ê îíñòðóèðàíå íà ñò àáèëèçèðàùèÿ ïîëèíîì;
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(á) Èçáîð íà ïî äõ î äÿùè ïðåîáó ñëîâèòåëè C(k)
11 çà âî äåùèòå äèàãîíàëíè áëîê î-

âå

eA(k)
11 , ê îéòî âëèÿå ê àêòî íà îòíîñèòåëíîòî ÷èñëî íà îáó ñëîâåíîñò , ò àê à

è íà îáùàò à èç÷èñëèòåëíà ñëî æíîñò .

Â [20 ] å ïîê àçàíî, ÷å îòíîñèòåëíîòî ÷èñëî íà îáó ñëîâåíîñò íà AMLI ìåòî äà

ó äîâëåòâîð ÿâà îöåíê àò à:

(1.3.81) � (C(l ) � 1
A(l )) � (1 + � )=(1 � 
 2):

Ñâîéñòâàò à íà AMLI W-öèêúëà ñà ñèëíî çàâèñèìè îò èçáîðà íà ïî äõ î äÿù

ñò àáèëèçèðàù ïîëèíîì, äåôèíèðàù ìàòðèöàò à Z (k� 1)
. Íà ïðàêòèê à òîâà âî äè

äî íåîá õ î äèìîñòò à îò âèñîê à òî÷íîñò íà îöåíêèòå íà ñïåêòúðà íà ïðåîáó ñëî-

âåíàò à ìàòðèöà C(k� 1) � 1
A(k� 1)

, ê îèòî â íÿê îè ñëó÷àè ìî æ å äà èçèñêâàò òåæêè

èç÷èñëåíèÿ. Îñâåí ñ ïîìîùò à íà ìàòðè÷åí ïîëèíîì, ñò àáèëèçàöèÿ ìî æ å äà áúäå

ïîñòèãíàò à è ÷ðåç ïðèëàã àíå íà îïðåäåëåí áðîé âú òðåøíè èòåðàöèè. Çà ðàçëè-

ê à îò ñò àíäàðòíèÿ ëèíååí AMLI, ïîëó÷åíèÿò ïî òîçè íà ÷èí ìåòî ä íå âêëþ÷âà

íåîá õ î äèìîñòò à îò îïðåäåëÿíå íà ïàðàìåòðè, íî âî äè äî íåëèíååí àëãîðèòúì ñ

ïðîìåíëèâî ïðåîáó ñëàâÿíå. Ð àçã ëåæäàíèÿò â äèñåðò àöèÿò à íåëèíååí AMLI àë-

ãîðèòúì (âæ. ñúùî [22 , 18, 77 ]), èçâåñòåí ê àòî NLAMLI, å ïðåäñò àâåí, íàïðèìåð,

â [60, 57].

Îáèêíîâåíî íåëèíåéíèÿò AMLI ìåòî ä äåôèíèðà ïðåîáó ñëîâèòåë, ê îéòî å

áëèçúê äî ëèíåéíî èçîáðàæ åíèå, è òîâà ñâîéñòâî ìî æ å äà ñå èçïîëçâà ïðè èç-

âåæäàíå íà òåîðåòè÷íè îöåíêè çà ñê îðîñòò à ìó íà ñ õ î äèìîñò .

Íåëèíåéíèÿò ìíîãîíèâîâ AMLI ïðåîáó ñëîâèòåë C(k) [�] íà íèâî k , 1 � k �

` , â îáùèÿ ñëó÷àé å íåëèíåéíî èçîáðàæ åíèå îò RN k
â RN k

. Ò îé ñå ïîëó÷àâà,

ê àòî âìåñòî ìàòðè÷íèÿ ïîëèíîì (1.3.75), çà àïðîê ñèìàöèÿ íà äîïúëíåíèåòî íà

Øóð â (1.3.74) èçïîëçâàìå íåëèíåéíîòî èçîáðàæ åíèå Z (k� 1)[�], äåôèíèðàíî ïî

ñëåäíèÿ íà ÷èí:

(1.3.82)

Z (0) [�] = A(0)

Z (k� 1)[�] := C(k� 1)[�] ê îã àòî � k = 1 è k � 1 > 0

Z (k� 1)[�] := C(k� 1)
� k

[�] ê îã àòî � k > 1 è k � 1 > 0

:
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Òóê ñ C(k� 1)
� k

� 1
[b] := x (� k ) å îçíà ÷åíî ïðèáëèæ åíîòî ðåøåíèå, ïîëó÷åíî ñëåä � k

íà áðîé èòåðàöèè ñ îáîáùåíèÿ ìåòî ä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñëàâÿíå

(Àëãîðèòúì 1.2.3), ïðèëî æ åí êúì ëèíåéíàò à ñèñòåìà A(k� 1)x = b ñ ïðåîáó ñëî-

âèòåë C(k� 1)[�] è íà ÷àëíî ïðèáëèæ åíèå x (0) = 0 .

Â íàé-îáùà ïîñò àíîâê à, áðî ÿò íà âú òðåøíèòå èòåðàöèè â íåëèíåéíèÿ AMLI

ïðåîáó ñëîâèòåë ìî æ å äà å ðàçëè÷åí ïî ðàçëè÷íèòå íèâà 1 � k � ` . Â äèñåðò àöè-

ÿò à ïðèëàã àìå ñëó÷àÿ, ê îã àòî òîçè áðîé å åäèí è è ñúù çà âñ ÿê î k . Àëãîðèòúìú ò ,

ñú îòâåòñòâàù íà åäíàêúâ áðîé, � k = � = 1; 1 � k � ` , âú òðåøíè èòåðàöèè, íà-

ðè÷àìå íåëèíååí AMLI V-öèêúë, à òîçè ïðè � k = � > 1; 1 � k � ` � íåëèíååí

AMLI W-öèêúë îò ñòåïåí � .
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ïàðàáîëè÷íè çàäà ÷è

Ò àçè ã ëàâà å ïîñâåòåíà íà ê îíñòðóèðàíåòî íà îïòèìàëíè ðîáàñòíè ìíîãîíè-

âîâè ïðåîáó ñëîâèòåëè çà ïàðàáîëè÷íè çàäà ÷è, äèñêðåòèçèðàíè ñ íåê îíôîðìíè

êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-Ð àâèàð.

Îñîáåíî âíèìàíèå ïðè àíàëèçà íà ðàçëè÷íè òåõíèêè çà íàìèðàíå íà ïðèá-

ëèæ åíè ðåøåíèÿ íà ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñå îò äåëÿ íà ñëó÷àÿ íà

ðåøàâàíå íà åëèïòè÷íè çàäà ÷è. Ñèñòåìèòå, ïîëó÷åíè ïðè íåÿâíè äèñêðåòèçà-

öèè ïî âðåìåòî íà ïàðàáîëè÷íè óðàâíåíèÿ, ñå ðàçëè÷àâàò îò äèñêðåòíè åëèï-

òè÷íè ñèñòåìè ïî äîáàâåíèÿ ÷ëåí îò íó ëåâ ïîð ÿäúê, ñú îòâåòñòâàù íà åëåìåíò à

íà ðåàêöèÿ âúâ ôèçè÷íèÿ ïðîöåñ. Â òåðìèíèòå íà äèñêðåòèçàöèè ñ ìåòî äà íà

êðàéíèòå åëåìåíòè, òîçè ÷ëåí å ìàòðèöà íà ìàñàò à, ê î ÿòî å ïîëî æèòåëíî îï-

ðåäåëåíà. Èíòóèòèâíî å î÷àêâàíåòî, ÷å â òîçè ñëó÷àé ìåòî äè ñ ïðåîáó ñëàâÿíå,

ê îèòî èìàò äîáðî ïîâåäåíèå çà åëèïòè÷íè çàäà ÷è, ùå èìàò äîðè ïî-äîáðè õ à-

ðàêòåðèñòèêè ïðè ðåøàâàíå íà ïàðàáîëè÷íè çàäà ÷è. Â îáùèÿ ñëó÷àé, òîâà íå

âèíàãè å èçïúëíåíî. Â ðàáîò àò à, âêëþ÷åíà â íàñòî ÿùàò à ã ëàâà, çà ïúðâè ïú ò å

íàïðàâåí òåîðåòè÷åí è ÷èñëåí àíàëèç íà òåõíèêè çà ïðåîáó ñëàâÿíå íà ïàðàáî-

ëè÷íè çàäà ÷è, ê îèòî îáîáùàâàò ìåòî äè çà îïòèìàëíî ìíîãîíèâîâî ïðåîáó ñëàâÿ-

íå íà åëèïòè÷íè çàäà ÷è. Ïîëó÷åíà å õ àðàêòåðèçàöèÿ íà äâóíèâîâè ðàçäåëÿíèÿ
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íà ìàòðèöèòå íà ñèñòåìèòå â ñëó÷àÿ íà ïàðàáîëè÷íè çàäà ÷è, äèñêðåòèçèðàíè ñ

êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-Ð àâèàð. Òóê ïðåäñò àâÿìå è ñðàâíåíèå íà äâóíèâîâè

ðàçäåëÿíèÿ ïðè ê îíôîðìíè è íåê îíôîðìíè äèñêðåòèçàöèè, ê îåòî ïîê àçâà ïðå-

äèìñòâàò à íà íåê îíôîðìíèòå êðàéíè åëåìåíòè ïðè ñèëíî èçðàçåíà ìðåæ îâà (à

ñëåäîâàòåëíî è ê îåôèöèåíòíà) àíèçîòðîïèÿ.

Îñíîâíèòå ðåçó ëò àòè, âêëþ÷åíè â ò àçè ã ëàâà, ñà ïóáëèêóâàíè â:

� P . Bo y ano v a, S. Margeno v, M. Neytc hev a, R obust AMLI Metho ds for Par ab olic

Cr ouzeix-R aviart FEM Systems , Journal of Computational and Applied

Mathematics, 235(2) (2010), 380�390.

� P . Bo y ano v a, S. Margeno v, R obust Multilevel Metho ds for El liptic and Par ab olic

Pr oblems , in vited c hapter in: O. Axelsson, J. Karatson, E�cien t preconditioning

metho ds for elliptic partial di�eren tial equations, Ben tham Science Publishers,

2011, 3�22.

2.1 Åëèïòè÷íà è ïàðàáîëè÷íà çàäà ÷à � ïîñò àíîâ-

ê à è äèñêðåòèçàöèÿ

Íåê à ðàçã ëåäàìå åëèïòè÷íàò à çàäà ÷à îò âòîðè ðåä

(2.1.1)

�r � (a(x)r u(x)) = f (x) x 2 
 ;

u(x) = 0 x 2 � D ;

(a(x)r u(x)) � n = 0 x 2 � N ;

è ïàðàáîëè÷íàò à çàäà ÷à

(2.1.2)

@
@t

u(x; t) � r � (a(x)r u(x; t)) = f (x; t) (x; t) 2 
 � [0; T];

u(x; 0) = u0(x) x 2 
 ;

u(x; t) = 0 x 2 � D ;

(a(x)r u(x; t)) � n = 0 x 2 � N ;
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êúäåòî 
 å ìíîãîúãúëíà îáëàñò â R2
, f 2 L2(
) å äàäåíà ôóíêöèÿ, n å âúíøíàò à

íîðìàëà êúì ãðàíèöàò à @
 = � D [ � N , a(x) = f aij (x)gi;j 2f 1;2g å îãðàíè÷åíà,

ñèìåòðè÷íà ïîëî æèòåëíî îïðåäåëåíà ìàòðèöà ñ íà ÷àñòè ã ëàäêè ôóíêöèè aij (x)

âúð õó 
 = 
 [ @
 .

Â ñëàáà ôîðìà ãîðíèòå çàäà ÷è èìàò ñëåäíèÿ âèä. Çà åëèïòè÷íàò à çàäà ÷à

(2.1.1): äà ñå íàìåðè u(x) 2 V = f v 2 H 1(
) : v = 0 âúð õó � D g, ò àê à ÷å çà âñ ÿê î

v(x) 2 V ;

(2.1.3)

Z



a(x)r u(x) � r v(x)dx =

Z



f (x)v(x)dx;

à çà ïàðàáîëè÷íàò à çàäà ÷à (2.1.2): äà ñå íàìåðè u(x; t) 2 V � H 1[0; T], u(x; 0) =

u0 , ò àê à ÷å

(2.1.4)

@
@t

Z



u(x; t)v(x)dx +

Z



a(x)r u(x; t) � r v(x)dx =

Z



f (x; t)v(x)dx;

çà âñ ÿê î v(x) 2 V .

Íåê à T` å òðèàíãó ëàöèÿ íà îáëàñòò à 
 , ïîëó÷åíà ÷ðåç ` ïîñëåäîâàòåëíè

ðàâíîìåðíè ñãúñò ÿâàíèÿ íà äàäåíà íàé-ãðóáà ìðåæ à T0 . Íåê à îñâåí òîâà T0

å ïîñòðîåíà ò àê à, ÷å ñê îê îâå íà ê îåôèöèåíòèòå a(x) èìà ñàìî ïî ñòðàíèòå íà

åëåìåíòèòå e 2 T0 , à âúð õó âñåêè åëåìåíò a(x) = a(e) å ê îíñò àíòíà ôóíêöèÿ.

Íå ïîñò àâÿìå îãðàíè÷åíèÿ çà ìàê ñèìàëíà ãîëåìèíà íà ñê îê îâåòå ïî ãðàíèöèòå

ìåæäó åëåìåíòè íà T0 .

Çàáåëåæê à 2.1.1 Â ïî-îáùèÿ ñ ëó÷àé, êîãàòî a(x) ñ à ãëàäêè ôóíêöèè âúðõó

âñåêè êð àåí å ëå ìåíò îò ìðåæàòà T0 , âúâåæäàìå ïî ìîùíà çàäà÷à ñ èíòåãð àë-

íè óñðåäíåíè ñòîéíîñòè íà a(x) , ò.å. âúâ âèäà (1.1.11). Ò îãàâà ñú îòâåòñò-

âàùàòà íà òàçè çàäà÷à êð àéíî-å ëå ìåíòíà ìàòðèöà ìîæå äà ñå èçïî ëçâà ïðè

ïðåîáóñ ëàâÿíåòî.

Â åëèïòè÷íàò à çàäà ÷à âúâ âàðèàöèîííà ôîðìà (2.1.3) çàìåñòâàìå ïðîñò-

ðàíñòâîòî îò íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè V ñ êðàéíî-ìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî (1.1.12)

Vh = VCR
h íà Êðîçå-Ð àâèàð. Ò îã àâà êðàéíî-åëåìåíòíàò à ôîðìó ëèðîâê à íà çàäà-
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÷àò à å: äà ñå íàìåðè uh(x) 2 Vh , çà ê îåòî

(2.1.5)

X

e2T h

Z

e
a(e)r uh(x) � r vh(x)dx =

X

e2T h

Z

e
f (x)vh(x)dx 8vh(x) 2 Vh:

Ñëåä äèñêðåòèçàöèÿ ïî ïðîñòðàíñòâîòî ïîëó÷àâàìå åëèïòè÷íàò à ñèñòåìà

(2.1.6) K u = f

êúäåòî K å ìàòðèöàò à íà ê îðàâèíà.

Ïðè ïàðàáîëè÷íàò à çàäà ÷à (2.1.4) òúðñèì ïðèáëèæ åíèå uh(x; t) 2 Vh , ê îåòî

èçïúëíÿâà

(2.1.7)

X

e2T

@
@t

Z

e
uh(x; t)vh(x)dx +

X

e2T

Z

e
a(e)r uh(x; t)r vh(x)dx

=
X

e2T

Z

e
f (x; t)vh(x)dx:

Çà äèñêðåòèçàöèÿ ïî âðåìåòî èçïîëçâàìå êëàñè÷åñêèÿ � -ìåòî ä. Íåê à tn 2 [0; T],

n = 0; 1; :::; nT , å ïîñëåäîâàòåëíîñò îò âðåìåâè ìîìåíòè, t0 = 0; tn = tn� 1 + � t ,

êúäåòî � t å ñòúïê àò à ïî âðåìåòî. Ò îã àâà äèñêðåòèçèðàíàò à ïàðàáîëè÷íà çàäà ÷à

(2.1.2) ã ëàñè: Äà ñå íàìåð ÿò ðåøåíèÿò à un = u(x; tn); n = 1; 2; :::nT íà ñèñòåìèòå

(2.1.8) M
un � un� 1

� t
+ (1 � � )K un + �K un� 1 = (1 � � )f n + � f n� 1;

êúäåòî 0 � � � 1, M è K ñà ñú îòâåòíî êðàéíî-åëåìåíòíè ìàòðèöè íà ìàñàò à è

ê îðàâèíàò à, íà ÷àëíîòî ó ñëîâèå ó äîâëåòâîð ÿâà u0 = u0(x) , à f n = f (x; tn ) .

Ïî òîçè íà ÷èí íà âñ ÿê à ñòúïê à ïî âðåìåòî òð ÿáâà äà ñå ðåøè ëèíåéíà ñèñ-

òåìà âúâ âèäà

(2.1.9) (M + � t(1 � � )K ) un = gn ;

êúäåòî äÿñíàò à ÷àñò gn = ( M + � t�K )un� 1 + � t[(1 � � )f n + � f n� 1] çàâèñè îò

ïðèáëèæ åíîòî ðåøåíèå un� 1
, ïðåñìåòíàòî íà ïðåäõ î äíà ñòúïê à ïî âðåìåòî.
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(à) Êîíôîðìåí êðàåí åëåìåíò íà

Êóðàíò e 2 V C
h

(á) Íåê îíôîðìåí êðàåí åëåìåíò

íà Êðîçå-Ð àâèàð e 2 V CR
h

Ôèãóðà 2.1: Ñòåïåíè íà ñâîáî äà ïðè ê îíôîðìíè è íåê îíôîðìíè êðàéíè åëå-

ìåíòè: (à) Â ñëó÷àÿ íà ê îíôîðìíè êðàéíè åëåìåíòè íà Êóðàíò ñòåïåíèòå íà

ñâîáî äà ñå àñîöèèðàò ñ âúð õ îâåòå íà òðèúãúëíèòå êðàéíè åëåìåíòè; (á) Â ñëó-

÷àÿ íà êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-Ð àâèàð ñòåïåíèòå íà ñâîáî äà ñå àñîöèèðàò

ñúñ ñðåäèòå íà ñòðàíèòå íà òðèúãúëíèöèòå.

2.2 Äâóíèâîâè ðàçäåëÿíèÿ çà åëèïòè÷íè çàäà ÷è,

äèñêðåòèçèðàíè ñ íåê îíôîðìíè êðàéíè åëå-

ìåíòè

Êàêòî âå÷å áåøå ñïîìåíàòî, òåõíèêèòå çà ïðåîáó ñëàâÿíå íà ïàðàáîëè÷íè çàäà-

÷è, ïðåäëî æ åíè â äèñåðò àöèÿò à, ñà îáîáùåíèå íà ìíîãîíèâîâè ìåòî äè çà åëèï-

òè÷íè óðàâíåíèÿ. Â òîçè ðàçäåë ïðåäñò àâÿìå ê îíñòðóêöèÿò à íà äâå éåðàð õè÷íè

äâóíèâîâè ðàçäåëÿíèÿ çà íåê îíôîðìíè äèñêðåòèçàöèè, ê àêòî è òåõíè îñíîâíè

ñâîéñòâà, ê îèòî èçïîëçâàìå íà ïî-êúñåí åò àï â èçëî æ åíèåòî.

Íåê à T0 � T 1 � ::: � T ` ñà ïîñëåäîâàòåëíè âëî æ åíè òðèàíãó ëàöèè ñ õ àðàêòå-

ðèñòè÷åí ðàçìåð hk ; k = 0; : : : ; ` , ïîëó÷åíè ÷ðåç ðàâíîìåðíî ñãúñò ÿâàíå íà äà-

äåíà íà ÷àëíà ìðåæ à T0 . Ïðè íåê îíôîðìíèòå êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-Ð àâèàð

(1.1.12), ñòåïåíèòå íà ñâîáî äà ñå àñîöèèðàò ñúñ ñðåäèòå íà ñòðàíèòå íà êðàé-

íèòå åëåìåíòè, âæ. Ôèãóðà 2.1. Ïî ïîñòðîåíèå, ñú îòâåòíèòå êðàéíî-åëåìåíòíè

ïðîñòðàíñòâà V0
h ; V1

h ; :::; V`
h íå ñà âëî æ åíè. Åòî çàùî íå ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíîòî
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éåðàð õè÷íî ðàçäåëÿíå íà �ñò àðè� è �íîâè� âúçëè, à âúçìî æíèòå òðàíñôîðìàöèè

ñ ïîìîùò à íà ê îèòî äà èçïîëçâàìå îáùàò à ê îíñòðóêöèÿ íà AMLI ìåòî äà íå ñà

íèòî î÷åâèäíè, íèòî åäèíñòâåíè. Çà äà ñå ïðèëî æè îáùèÿò ïî äõ î ä íà AMLI

ïðåîáó ñëîâèòåëèòå ïðè ðåøàâàíå íà çàäà ÷è, äèñêðåòèçèðàíè ñ íåê îíôîðìíè

êðàéíè åëåìåíòè, ïúðâî òð ÿáâà äà ñå äåôèíèðàò ïî äõ î äÿùè éåðàð õè÷íè òðàí-

ñôîðìàöèîííè ìàòðèöè J (k) ; 1 � k � ` . È â òîçè ñëó÷àé òîâà ìî æ å äà áúäå

íàïðàâåíî íà ìàêðîåëåìåíòíî íèâî. Ïî äîáíî íà ñëó÷àÿ íà ê îíôîðìíè êðàé-

íè åëåìåíòè, ìàêðîåëåìåíòú ò ñå äåôèíèðà ê àòî ñúâêóïíîñòò à îò òðèúãúëíèòå

êðàéíè åëåìåíòè, ïîëó÷åíè ïðè ðàâíîìåðíî ðàôèíèðàíå íà åëåìåíò îò ãðóáàò à

ìðåæ à.

Â [27 ] è [28] çà ïúðâè ïú ò ñà ïðåäñò àâåíè, à ïî-êúñíî â [61] ñà äîðàçâèòè, äâà

ïî äõ î äà çà ïîñòðî ÿâàíå íà AMLI ïðåîáó ëñîâèòåëè çà åëèïòè÷íè çàäà ÷è, äèñê-

ðåòèçèðàíè ñ íåê îíôîðìíè êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-Ð àâèàð. Ò å ñå áàçèðàò íà

ò àê à íàðå÷åíèòå �di�er enc es and aggr e gates� � D A (�ðàçëèêè è àãðåã àòè�) è ��rst

r e duc e� � FR (�ïúðâîíà ÷àëíî èçêëþ÷âàíå�) äâóíèâîâè ðàçäåëÿíèÿ.

D A ðàçäåëÿíå: Çà äàäåí ìàêðîåëåìåíò E 2 Tk ñ íîìåðàöèÿ íà âúçëèòå

îò ðàôèíèðàíàò à ìðåæ à îò 1 äî 9, ê àêòî å ïîê àçàíî íà Ôèãóðà 2.2, ëîê àëíàò à

(ìàêðîåëåìåíòíà) D A òðàíñôîðìàöèîííà ìàòðèöà J (k)
DA ;E ñå äåôèíèðà ê àòî:

(2.2.10) J (k)
DA ;E =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

1

1

1

1 � 1

1 � 1

1 � 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

:

Äåéñòâèåòî íà D A òðàíñôîðìàöèÿò à âúð õó êðàéíî-åëåìåíòíîòî ïðîñòðàíñ-

òâî Vk
h å ïî äðîáíî îïèñàíî â [27 ]. Íåê à îçíà ÷èì âåêòîðà îò ñò àíäàðòíè âúçëî-
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Ôèãóðà 2.2: Ìàêðîåëåìåíò E â ñëó÷àÿ íà äèñêðåòèçàöèÿ ñ íåê îíôîðìíè êðàé-

íè åëåìåíòè íà Êðîçå-Ð àâèàð, E å ñúâêóïíîñòò à îò ÷åòèðèòå åäíàêâè åëåìåíò à

f e(k)
i g4

i =1 , ïîëó÷åíè ïðè ðàâíîìåðíî ðàôèíèðàíå íà åëåìåíò e(k� 1) � E îò ãðó-

áàò à ìðåæ à

âè áàçèñíè ôóíêöèè ñ ' (k) = f � (k)gN k
i =1 . Ã ëîáàëíàò à D A ìàòðèöà J (k)

DA ãî òðàí-

ñôîðìèðà äî éåðàð õè÷åí áàçèñ e' (k)
DA = f e� (k)

DA gN k
i =1 = J (k)

DA ' (k)
, êúäåòî e' (k)

DA =

e' (k)
DA ;1 [ e' (k)

DA ;2 . Òóê e' (k)
DA ;1 = f e� (k)

DA gN k � N k � 1
i =1 ñå ñúñòîè îò äâà âèäà ôóíêöèè. Ïúðâè-

òå ñà âúçëîâè áàçèñíè ôóíêöèè, ñú îòâåòñòâàùè íà äîáàâåíèòå ÷ðåç ðàôèíèðàíå

ñòåïåíè íà ñâîáî äà âúâ âú òðåøíîñòò à íà êðàéíèÿ åëåìåíò îò ãðóáàò à ìðåæ à,

à âòîðèòå ñà ïîëó÷åíè îò ðàçëèê àò à íà áàçèñíè ôóíêöèè íà äâà íîâè âúçå-

ëà âúð õó åäíà è ñúùà ñòðàíà íà åëåìåíò îò ãðóáàò à ìðåæ à. Òðåò àò à ÷àñò íà

éåðàð õè÷íèÿ áàçèñ, e' (k)
DA ;2 = f e� (k)

DA gN k � 1
i =1 , å ñúñò àâåíà îò àãðåã àòè íà áàçèñíè ôóí-

êöèè, ê àòî ñóìèðàíåòî å àñîöèèðàíî ñ òðîéêè íîâè ñòåïåíè íà ñâîáî äà � äâàò à

âúçåëà âúð õó ñòðàíà îò òðèúãúëíèê îò ãðóáàò à ìðåæ à è âúçåëà â ñðåäàò à íà

ñðåùóïîëî æíàò à äîáàâåíà ïðè ðàôèíèðàíåòî ñòðàíà îò ôèíàò à ìðåæ à.

Ïî ä äåéñòâèåòî íà ã ëîáàëíàò à D A òðàíñôîðìàöèÿ, îò ìàòðèöàò à íà ê îðà-

âèíà K (k)
â ñò àíäàðòåí âúçëîâ áàçèñ ïîëó÷àâàìå ìàòðèöàò à íà ê îðàâèíà

eK (k)
DA

â éåðàð õè÷åí âèä

eK (k)
DA = J (k)

DA K (k)(J (k)
DA )T =

X

E 2T k

J (k)
DA ;E K E

(k)(J (k)
DA ;E )T :

Ñëåä ïî äõ î äÿùà ïåðìóò àöèÿ íà ðåäîâå è ñòúëáîâå,

eK (k)
DA ïðèåìà ñëåäíîòî òðè
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íà òðè áëî÷íî ïðåäñò àâÿíå:

eK (k)
DA =

2

6
6
6
4

eK (k)
DA ;11

eK (k)
DA ;12

eK (k)
DA ;13

eK (k)
DA ;21

eK (k)
DA ;22

eK (k)
DA ;23

eK (k)
DA ;31

eK (k)
DA ;32

eK (k)
DA ;33

3

7
7
7
5

)

e' (k)
DA ;1

g e' (k)
DA ;2

;(2.2.11)

êúäåòî áëîê îâåòå îòãîâàð ÿò íà òðèòå âèäà éåðàð õè÷íè áàçîâè ôóíêöèè, îïèñàíè

ïî-ãîðå.

Â [27] å ïîê àçàíî, ÷å

(2.2.12)

eK (k)
DA ;33 = 4K (k� 1);

è äîïúëíåíèåòî íà Øóð

eS(k)
DA ;K = eK (k)

DA ;33 �
h

eK (k)
DA ;31

eK (k)
DA ;32

i
( eK (k)

DA ;11)
� 1

"
eK (k)

DA ;13

eK (k)
DA ;23

#

èìà ñâîéñòâîòî

(2.2.13) (1 � 
 2
DA ;K ) eK (k)

DA ;33 � eS(k)
DA ;K � eK (k)

DA ;33;

êúäåòî

(2.2.14) 
 2
DA ;K �

3
4

å ê îíñò àíò àò à â ó ñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ çà D A ðàçäåëÿíåòî. Ò îçè ðå-

çó ëò àò íå çàâèñè îò ê îåôèöèåíòíà è ìðåæ îâà àíèçîòðîïèÿ, õ àðàêòåðèñòè÷íèÿ

ðàçìåð íà ìðåæ àò à h è ñê îê îâå íà ê îåôèöèåíòèòå, ñúã ëàñóâàíè ñ ãðóáàò à ìðå-

æ à. Îò (2.2.12) è (2.2.13) ñëåäâàò íåðàâåíñòâàò à

(2.2.15) (1 � 
 2
K )4K (k� 1) � eS(k)

DA ;K � 4K (k� 1):

Çàáåëåæê à 2.2.1 Ð å ëàöèÿòà íà íåð àâåíñòâî ìåæäó ñèìåòðè÷íè ìàòðèöè

A � B å â ñ ìèñú ë, ÷å ìàòðèöàòà B � A å ïî ëîæèòå ëíî ïî ëóîïðåäå ëåíà, ò.å.

çà âñåêè âåêòîð v å èçïú ëíåíî vT (B � A)v � 0.
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FR ðàçäåëÿíå: Ò àê à íàðå÷åíîòî FR ðàçäåëÿíå ñå ïîëó÷àâà çà éåðàð õè÷íî

ïðåäñò àâÿíå, ðåçó ëò àò îò ê îìáèíàöèÿ îò òðàíñôîðìàöèÿ íà ñò àíäàðòíèÿ âúçëîâ

áàçèñ J (k)
F R 1

è ñòúïê à íà åëèìèíàöèÿ J (k)
F R 2

. Òðàíñôîðìàöèÿò à J (k)
F R 1

ñå äåôèíèðà

íà ìàêðîåëåìåíòíî íèâî, ê àêòî ñëåäâà:

(2.2.16) J (k)
F R 1 ;E =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

1

1

1

1 � 1

1 � 1

1 � 1

1 1

1 1

1 1

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

:

Äåéñòâèåòî �è âúð õó êðàéíî-åëåìåíòíîòî ïðîñòðàíñòâî ìî æ å äà áúäå îïèñàíî

ïî äîáíî íà ñëó÷àÿ íà D A ðàçäåëÿíå. Äà ðàçã ëåäàìå ìàòðèöàò à

eK (k)
F R 1

,

eK (k)
F R 1

= J (k)
F R 1

K (k)(J (k)
F R 1

)T =
X

E 2T k

J (k)
F R 1 ;E K (k)

E (J (k)
F R 1 ;E ):

Àíàëîãè÷íî íà (2.2.11), â ñèëà å áëî÷íîòî ïðåäñò àâÿíå:

eK (k)
F R 1

=

2

6
6
6
4

eK (k)
F R 1 ;11

eK (k)
F R 1 ;12

eK (k)
F R 1 ;13

eK (k)
F R 1 ;21

eK (k)
F R 1 ;22

eK (k)
F R 1 ;23

eK (k)
F R 1 ;31

eK (k)
F R 1 ;32

eK (k)
F R 1 ;33

3

7
7
7
5

)

e' (k)
F R 1 ;1

g e' (k)
F R 1 ;2

:(2.2.17)

Íà ñòúïê àò à íà åëèìèíàöèÿ èçêëþ÷âàìå ëîê àëíî ñòåïåíèòå íà ñâîáî äà, ñú-

îòâåòñòâàùè íà âú òðåøíèòå çà ìàêðîåëåìåíò à âúçëè, ò .å., íà áëîê à

eK (k)
F R 1 ;11 . Ò îâà

å âúçìî æíî, òúé ê àòî âú òðåøíèòå çà åäèí ìàêðîåëåìåíò âúçëè íå ñà ñâúðçàíè ñ

âú òðåøíè çà äðóã åëåìåíò âúçëè. Ïî òîçè íà ÷èí ñèñòåìàò à ñ

eK (k)
F R 1

ñå ðåäóöèðà

äî ñèñòåìà ñ ìàòðèöàò à

(2.2.18) B =

2

4
eK (k)

F R 1 ;22
eK (k)

F R 1 ;23

eK (k)
F R 1 ;32

eK (k)
F R 1 ;33

3

5�

2

4
eK (k)

F R 1 ;21

eK (k)
F R 1 ;31

3

5 ( eK (k)
F R 1 ;11)

� 1
h

eK (k)
F R 1 ;12

eK (k)
F R 1 ;13

i
:
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Â ñëåäñòâèå íà ñèìåòðè÷íîñòò à íà

eK (k)
F R 1

è ôàêò à, ÷å òðàíñôîðìàöèÿò à J (k)
F R 1

íå ïðîìåíÿ âî äåùèÿ áëîê, ò .å.

eK (k)
F R 1 ;11 = K 11 , èçêëþ÷âàíåòî ìî æ å äà ñå çàïèøå

â ìó ëòèïëèê àòèâíà ôîðìà ïî ñëåäíèÿ íà ÷èí

J (k)
F R 2

eK (k)
F R 1

(J (k)
F R 2

)T =

2

4
K 11 0

0 B

3

5 ;

êúäåòî

J (k)
F R 2

=

2

6
6
6
4

I 0 0

� eK (k)
F R 1 ;12 K � 1

11 I 0

� eK (k)
F R 1 ;13 K � 1

11 0 I

3

7
7
7
5

:(2.2.19)

Òðàíñôîðìàöèîííàò à ìàòðèöà íà FR ðàçäåëÿíåòî ñå äåôèíèðà âúâ âèäà

J (k)
F R : = J (k)

F R 2
J (k)

F R 1
;(2.2.20)

à éåðàð õè÷íàò à FR ìàòðèöà ñå ïîëó÷àâà ê àòî

(2.2.21)

eK (k)
F R = J (k)

F R K (k) (J (k)
F R )T =

2

4
K 11 0

0 B

3

5 =

2

6
6
6
4

K 11 0 0

0 eK (k)
F R ;22

eK (k)
F R ;23

0 eK (k)
F R ;32

eK (k)
F R ;33

3

7
7
7
5

;

êúäåòî áëîêú ò

eK (k)
F R ;33 ñå àñîöèèðà ñ íåèçâåñòíèòå îò ïî-ãðóáàò à ìðåæ à.

Â [61] (âæ. ñúùî ò àê à [60]) ñå ïîê àçâà, ÷å çà åëèïòè÷íè çàäà ÷è ê îíñò àíò àò à


 F R â ó ñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ çà FR ðàçäåëÿíåòî å ìèíèìàëíà çà êëàñ

éåðàð õè÷íè ðàçäåëÿíèÿ, âêëþ÷âàù è D A ìåòî äà, ò .å.

(2.2.22) 
 2
F R;K � 
 2

DA ;K �
3
4

:

2.3 Àäèòèâåí ïðåîáó ñëîâèòåë çà âî äåùèÿ äèàãî-

íàëåí áëîê

Ð îáàñòíè ïðåîáó ñëîâèòåëè çà âî äåùèÿ äèàãîíàëåí áëîê â éåðàð õè÷íîòî ðàçäå-

ëÿíå ñà èçâåñòíè çà ñëó÷àèòå, ê îã àòî D A è FR ìåòî äèòå ñå ïðèëàã àò çà åëèï-
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òè÷íè çàäà ÷è. Òóê ïðàâèì êðàòê î ïðåäñò àâÿíå íà åäíà ò àê àâà ê îíñòðóêöèÿ,

ïðåäëî æ åíà ïúðâîíà ÷àëíî â [28].

Ôèãóðà 2.3: Òèïîâå ñâúðçàíîñò íà âúçëèòå â àäèòèâíèÿ ïðåîáó ñëîâèòåë.

Ïðè D A ðàçäåëÿíåòî âî äåùèÿò äèàãîíàëåí áëîê èìà âèäà

2

4
eK (k)

DA ;11
eK (k)

DA ;12

eK (k)
DA ;21

eK (k)
DA ;22

3

5

è ñëåä (ëîê àëíà) åëèìèíàöèÿ íà áëîê à

eK (k)
DA ;11 îñò àâà äà ñå ðåøàâàò ñèñòåìè ñ

äîïúëíåíèå íà Øóð, ê îåòî èìà âèäà

eK (k)
DA ;22 � eK (k)

DA ;21( eK (k)
DA ;11)

� 1 eK (k)
DA ;12 = eK (k)

F R ;22:

Ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñ âî äåùèÿ äèàãîíàëåí áëîê â ñëó÷àÿ íà FR ðàçäåëÿíå

ìî æ å äà ñå ïîê àæ å äèðåêòíî, âæ. íàïð. [28 , 74 ].

Ò àê à íàðå÷åíèÿò àäèòèâåí ïðåîáó ñëîâèòåë C(k)
eK 22

çà áëîê à

eK (k)
F R ;22 ñå îñíîâàâà

íà çàïàçâàíåòî ñàìî íà îíåçè âðúçêè ìåæäó êðàéíî-åëåìåíòíè âúçëè, ê îèòî ñà

ïî íàïðàâëåíèå íà äîìèíèðàùà àíèçîòðîïèÿ.
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Çàáåëåæê à 2.3.1 Â äèñåðòàöèÿòà, �âðúçêà� ìåæäó êð àéíî-å ëå ìåíòíè âúçëè

ñ íî ìåð à i è j , íàðè÷àìå èçâúíäèàãîíàëíèÿ å ëå ìåíò aij 6= 0; i 6= j â ìàòðèöàòà

íà ñèñòå ìàòà A .

Êîíñòðóêöèÿò à íà àäèòèâíèÿ ïðåîáó ñëîâèòåë ñå ðåàëèçèðà íà ìàêðîåëåìåí-

òíî íèâî. Íàé-íàïðåä ñå åëèìèíèðàò ëîê àëíî âúçëèòå, âú òðåøíè ïî îòíîøåíèå

íà ìàêðîåëåìåíòèòå. Ñëåä òîâà íàé-ìàëêèòå èçâúí-äèàãîíàëíè åëåìåíòè â ò àê à

ïîëó÷åíàò à ëîê àëíà ìàêðîåëåìåíòíà ìàòðèöà ñå àíó ëèðàò , ê àòî ïî òîçè íà ÷èí

ñå çàïàçâàò ñàìî îíåçè âðúçêè ìåæäó ñòåïåíè íà ñâîáî äà, ê îèòî ñà îðèåíòèðà-

íè ïî íàïðàâëåíèå íà äîìèíèðàùà àíèçîòðîïèÿ. Àäèòèâíèÿò ïðåîáó ñëîâèòåë

ñå ïîëó÷àâà ÷ðåç àñåìáëèðàíåòî íà ñú îòâåòíèòå áëîê îâå íà ìî äèôèöèðàíèòå ïî

òîçè íà ÷èí ëîê àëíè ìàòðèöè. Â [28 ] å ïîê àçàíî, ÷å íåðàâåíñòâàò à,

(1 �

r
7
15

) eK (k)
F R ;22 � C(k)

eK 22
� (1 +

r
7
15

) eK (k)
F R ;22;

ñà èçïúëíåíè çà ïðîèçâîëíè ê îåôèöèåíòíà è ìðåæ îâà àíèçîòðîïèÿ è õ àðàêòå-

ðèñòè÷åí ðàçìåð íà ìðåæ àò à. Èç÷èñëèòåëíàò à ñëî æíîñò çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìà

ñ àäèòèâíèÿ ïðåîáó ñëîâèòåë å îïòèìàëíà, ïîðàäè ñïåöèàëíèÿ òèï íà ñâúðçàíîñò

íà ãðàôà íà ìàòðèöàò à C(k)
eK 22

. Êàêòî å èëþñòðèðàíî íà Ôèãóðà 2.3, ñâúðçàíèòå

âúçëè ôîðìèðàò òî÷ê à, íà ÷óïåíà ëèíèÿ èëè ïîëèãîí è ïðåîáó ñëîâèòåëÿò èìà

îáîáùåíà òðèäèàãîíàëíà ñòðóêòóðà.

Ò àçè ê îíñòðóêöèÿ ñå èçïîëçâà âúâ âêëþ÷åíèòå â ò àçè ã ëàâà åê ñïåðèìåíòè,

ê àòî ðåçó ëò àòèòå ÷èñëåíî ïîòâúð æäàâàò ïðåäïîëî æ åíèåòî, ÷å àäèòèâíèÿò ïðå-

îáó ñëîâèòåë çà âî äåùèÿ äèàãîíàëåí áëîê å ïî äõ î äÿù è â ñëó÷àÿ íà éåðàð õè÷íè

ðàçäåëÿíèÿ çà ïàðàáîëè÷íè çàäà ÷è.
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2.4 D A ðàçäåëÿíå çà ïàðàáîëè÷íè çàäà ÷è: îöåí-

ê à íà ê îíñò àíò àò à â ó ñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà

ÊÁØ

Â òîçè ðàçäåë îáîáùàâàìå éåðàð õè÷íè ðàçäåëÿíèÿ, ïðåäñò àâåíè â Ã ëàâà 2.2,

çà ñëó÷àÿ íà ìíîãîíèâîâî ïðåîáó ñëàâÿíå íà ïàðàáîëè÷íè çàäà ÷è. Îáîáùåíèåòî

å òåîðåòè÷íî îáîñíîâàíî ÷ðåç íàïðàâåíèÿ àíàëèç íà ê îíñò àíò àò à â ó ñèëåíîòî

íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ â ñëó÷àÿ íà D A ðàçäåëÿíå çà çàäà ÷èòå (2.1.9).

Íà âñ ÿê à ñòúïê à ïî âðåìåòî tn ; n = 0; 1; :::; nT òúðñèì ðåøåíèå íà äèñêðåò-

íàò à çàäà ÷à

�
M (` ) + � t(1 � � )K (` )

�
un = gn

âúð õó íàé-ôèíàò à ìðåæ à T` .

Íåê à ñ f M (k)
E gE 2T k è f K (k)

E gE 2T k îçíà ÷èì ìàêðîåëåìåíòíèòå ìàòðèöè íà ìàñà

è ê îðàâèíà, ñú îòâåòñòâàùè íà äèñêðåòèçàöèÿ íà çàäà ÷àò à âúð õó ìðåæ àò à Tk íà

íèâî íà ñãúñò ÿâàíå k , à ã ëîáàëíèòå ìàòðèöè ñå àñåìáëèðàò ê àòî

M (k) =
X

E 2T k

M (k)
E ; K (k) =

X

E 2T k

K (k)
E :

Màòðèöàò à A(k)
íà íèâî 0 � k � ` äåôèíèðàìå âúâ âèäà

(2.4.23) A(k) = M (k) + � t(1 � � )K (k) :

Êàòî ïúðâà ñòúïê à, íåê à ðàçã ëåäàìå äåéñòâèåòî íà D A òðàíñôîðìàöèÿò à

âúð õó M (k)
. Éåðàð õè÷íàò à ìàòðèöà íà ìàñàò à â òîçè ñëó÷àé èìà âèäà

fM (k) = J (k)
DA M (k) (J (k)

DA )T =
X

E 2T k

J (k)
DA ;E M (k)

E (J (k)
DA ;E )T :

Â ñèëà å ñëåäíîòî áëî÷íî ïðåäñò àâÿíå

(2.4.24)

fM (k) =

2

6
6
6
4

fM (k)
11

fM (k)
12

fM (k)
13

fM (k)
21

fM (k)
22

fM (k)
23

fM (k)
31

fM (k)
32

fM (k)
33

3

7
7
7
5

)

e' (k)
DA ;1

g e' (k)
DA ;2

;
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êúäåòî

fM (k)
33 ñå àñîöèèðà ñ íåèçâåñòíèòå îò ïî-ãðóáàò à ìðåæ à, à ñú îòâåòíîòî

äîïúëíåíèå íà Øóð å

eS(k)
M = fM (k)

33 �
h

fM (k)
31

fM (k)
32

i
( fM (k)

11 )� 1

"
fM (k)

13

fM (k)
23

#

:

Çà äà èçâåäåì îöåíê à çà ê îíñò àíò àò à 
 M â ó ñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ

çà ðàçäåëÿíåòî (2.4.24), èçïîëçâàìå ëîê àëåí àíàëèç. Ñëåä äèðåêòíî ïðåñìÿò à-

íå ñå âèæäà, ÷å åëåìåíòíàò à ìàòðèöà íà ìàñàò à çà åëåìåíòè íà Êðîçå-Ð àâèàð

M (k)
e ; e 2 Tk èìà âèäà

M (k)
e =

je(k) j
3

I;

êúäåòî je(k) j å ëèöåòî íà åëåìåíò à e, à I å åäèíè÷íàò à 3 � 3 ìàòðèöà. Ò îâà

ñëåäâà, íàïðèìåð, îò ôàêò à, ÷å êâàäðàòóðíàò à ôîðìó ëà âúð õó òðèúãúëíèê ñ

âúçëè â ñðåäèòå íà ñòðàíèòå, å òî÷íà çà ïîëèíîìè äî âòîðà ñòåïåí. Ò îã àâà, ïðè

íîìåðèðàíåòî îò Ôèãóðà 2.2, ìàêðîåëåìåíòíàò à ìàòðèöà íà ìàñàò à â ñò àíäàðòåí

âúçëîâ áàçèñ, M (k)
E , èìà âèäà

M (k)
E =

je(k) j
3

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

2

2

2

1

1

1

1

1

1

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

:

Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ðàâåíñòâà çà éåðàð õè÷íîòî äâóíèâîâî ðàçäåëÿíå íà ìàêðî-
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åëåìåíòíà ìàòðèöà íà ìàñàò à

fM (k)
E = J (k)

E ME
(k)(J (k)

E )T
:

fM (k)
E =

je(k) j
3

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

2 2

2 2

2 2

2

2

2

2 4

2 4

2 4

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

=

2

6
6
6
4

fM (k)
11;E

fM (k)
12;E

fM (k)
13;E

fM (k)
21;E

fM (k)
22;E

fM (k)
23;E

fM (k)
31;E

fM (k)
32;E

fM (k)
33;E

3

7
7
7
5

;

êúäåòî

fM (k)
33;E =

je(k) j
3

2

6
6
4

4

4

4

3

7
7
5 :

Íåê à îòáåëåæèì, ÷å ìàêðîåëåìåíòíèòå ìàòðèöè íà ìàñàò à

fM (k)
E ñà ïîëî æè-

òåëíî îïðåäåëåíè, ê àêòî è ñú îòâåòíèòå áëîê îâå

fM (k)
33;E . Ëîê àëíèòå ê îíñò àíòè íà

ÊÁØ çà éåðàð õè÷íîòî ðàçäåëÿíå ìî æ åì äà ïðåñìåòíåì, ê àòî èçïîëçâàìå Ëåìà

1.3.3. Îò íåÿ ñëåäâà, ÷å 
 2
M;E = 1 � � 1 , êúäåòî � 1 å ìèíèìàëíîòî ðåøåíèå íà

îáîáùåíàò à çàäà ÷à çà íàìèðàíå íà ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè

eS(k)
M;E w = � fM (k)

33;E w;

à ñ

eSM;E ñìå îçíà ÷èëè ìàêðîåëåìåíòíîòî äîïúëíåíèå íà Øóð. Çà âñåêè ìàêðî-

åëåìåíò E 2 Tk å â ñèëà

eS(k)
M;E =

je(k) j
3

2

6
6
4

2

2

2

3

7
7
5 =

1
2

fM (k)
E ;33;

è ñëåäîâàòåëíî 
 2
M;E = 1=2. Ñ ïîìîùò à íà Ëåìà 1.3.4 ïîëó÷àâàìå ñëåäíàò à

îöåíê à çà ê îíñò àíò àò à â ó ñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ çà D A ðàçäåëÿíå çà

ã ëîáàëíàò à ìàòðèöà íà ìàñàò à

(2.4.25) 
 2
M �

1
2

:
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Ñúùî ò àê à äèðåêòíî ñå ïîëó÷àâà, ÷å

fM (k)
E ;33 =

4je(k) j
3

2

6
6
4

1

1

1

3

7
7
5 =

je(k� 1) j
3

I = M (k� 1)
e ;

îò êúäåòî

(2.4.26)

fM (k)
33 = M (k� 1):

Ñëåäîâàòåëíî

(2.4.27) (1 � 
 2
M )M (k� 1) � eS(k)

M � M (k� 1):

Ã îòîâè ñìå äà ðàçã ëåäàìå äåéñòâèåòî íà D A òðàíñôîðìàöèÿ âúð õó A(k)
, âæ.

(2.4.23). Çà ó äîáñòâî âúâåæäàìå ñëåäíèòå îçíà ÷åíèÿ:

cM (k)
11 =

2

4
fM (k)

11
fM (k)

12

fM (k)
21

fM (k)
22

3

5 ; bK (k)
11 =

2

4
eK (k)

DA ;11
eK (k)

DA ;12

eK (k)
DA ;21

eK (k)
DA ;22

3

5 ;

cM (k)
12 = ( cM (k)

21 )T =
h

fM (k)
12

fM (k)
13

i
; bK (k)

12 = ( bK (k)
21 )T =

h
eK (k)

DA ;12
eK (k)

DA ;13

i
;

cM (k)
22 = fM (k)

33 ; bS(k)
M = eS(k)

M ; bK (k)
22 = eK (k)

DA ;33; bS(k)
K = eS(k)

DA ;K :

Éåðàð õè÷íàò à ìàòðèöà ïîëó÷àâàìå âúâ âèäà

(2.4.28)

bA(k) = J (k)
DA A(k)(J (k)

DA )T = J (k)
DA M (k)(J (k)

DA )T + � t(1 � � )J (k)
DA K (k)(J (k)

DA )T ;

êúäåòî ñëåäíîòî äâóíèâîâî ðàçäåëÿíå å â ñèëà

(2.4.29)

bA(k) =

"
bA(k)

11
bA(k)

12

bA(k)
21

bA(k)
22

#

=

"
cM (k)

11 + � t(1 � � ) bK (k)
11

cM (k)
12 + � t(1 � � ) bK (k)

12

cM (k)
21 + � t(1 � � ) bK (k)

21
cM (k)

22 + � t(1 � � ) bK (k)
22

#

:

Ò åîðåìà 2.4.1 Ïðè ïðèëàãàíå íà D A òð àíñ ôîð ìàöèÿ, çà ð àçäå ëÿíåòî (2.4.29)

ñ à â ñèëà íåð àâåíñòâàòà:

1
4

(M (k� 1) + � t(1 � � ) 4K (k� 1)) � bS(k)
A � (M (k� 1) + � t(1 � � ) 4K (k� 1));

êúäåòî

bS(k)
A = bA(k)

22 � bA(k)
21

bA(k) � 1

11
bA(k)

12 å äîïú ëíåíèå íà Øóð íà éåð àðõè÷íàòà ìàò-

ðèöà (2.4.28). Ò îçè ðåçóëòàò å ð àâíî ìåðåí ïî îòíîøåíèå íà ñêîêîâå íà êîå ôè-

öèåíòè è ìðåæîâà è êîå ôèöèåíòíà àíèçîòðîïèÿ.
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Ä î ê à ç à ò å ë ñ ò â î. Îò (2.2.12) è (2.4.26), ê àêòî è îò ôàêò à, ÷å âñè÷êè ìàò-

ðèöè è ñú îòâåòíè äîïúëíåíèÿ íà Øóð ñà ïîëî æèòåëíî îïðåäåëåíè, ñëåäâà ñëåä-

íàò à ãîðíà ãðàíèöà:

(2.4.30)

bS(k)
A = bA(k)

22 � bA(k)
21

bA(k) � 1

11
bA(k)

12 � cM (k)
22 + � t(1 � � ) bK (k)

22

= M (k� 1) + � t(1 � � ) 4K (k� 1):

Òúé ê àòî

bS(k)
A å äîïúëíåíèå íà Øóð íà ñóìà îò ìàòðèöè, òî (âæ. íàïð. [79])

bS(k)
A � bS(k)

M + � t(1 � � ) bS(k)
K

Èçïîëçâàéêè (2.2.15) è (2.4.27), ïîëó÷àâàìå ñëåäíàò à äîëíà ãðàíèöà çà

bS(k)
A ,

(2.4.31)

bS(k)
A � minf (1 � 
 2

M ); (1 � 
 2
K )g(M (k� 1) + � t(1 � � ) 4K (k� 1)):

Êîìáèíèðàíåòî íà (2.4.30), (2.4.31) è îöåíêèòå çà 
 K è 
 M çàâúðøâàò äîê à-

çàòåëñòâîòî.

Ñëåäñòâèå 2.4.1 Ñëåäíîòî ñïåêòð àëíî îòíîøåíèå å â ñèëà, ð àâíî ìåðíî îò-

íîñíî ñêîêîâå íà êîå ôèöèåíòè, ìðåæîâà è êîå ôèöèåíòíà àíèçîòðîïèÿ:

1
2

A(k� 1) � bS(k)
A � 4A(k� 1):

Ä î ê à ç à ò å ë ñ ò â î. Îò òîâà, ÷å M (k� 1)
å ñèìåòðè÷íà ïîëî æèòåëíî îïðåäåëåíà

ìàòðèöà è îò (2.4.30) ñëåäâà ÷å

bS(k)
A � 4A(k� 1):

Àíàëîãè÷íî íà (2.4.31) ïîëó÷àâàìå, ÷å

bS(k)
A � (1� 
 2

M )M (k� 1)+(1 � 
 2
K )� t(1� � ) 4K (k� 1) � minf

1
4

(1� 
 2
M ); (1� 
 2

K )g4A(k� 1):

Ïðåäñò àâåíèÿò àíàëèç ïîê àçâà äâà âúçìî æíè íà ÷èíà çà ê îíñòðóèðàíå íà

AMLI ïðåîáó ñëîâèòåë. Ïðè ïúðâèÿ ïî äõ î ä òåêóùîòî äîïúëíåíèå íà Øóð

bS(k)
A

ñå àïðîê ñèìèðà ÷ðåç ìî äèôèöèðàíàò à ìàòðèöà A
(k� 1)

= M (k� 1) + 4 ` � k+1 � t(1 �
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� )K (k� 1)
. Â òîçè ñëó÷àé, ïðè èçïîëçâàíå íà ïîëèíîìèàëíà ñò àáèëèçàöèÿ, ëè-

íåéíèÿò AMLI ïðåîáó ñëîâèòåë C(k)
, âæ. (1.3.74), ñå äåôèíèðà ïîñðåäñòâîì ñò à-

áèëèçèðàù ïîëèíîì âúâ âèäà

Z (k� 1) = A
(k� 1)

�
I � P k

� k
(C(k� 1)� 1

A
(k� 1)

)
� � 1

:

Ïðè âòîðèÿ âúçìî æ åí ïî äõ î ä äèðåêòíî ñå èçïîëçâà ìàòðèöàò à íà ñèñòåìàò à

A(k� 1)
è äîïúëíåíèåòî íà Øóð ñå ïðèáëèæ àâà ÷ðåç

Z (k� 1) = A(k� 1)
�

I � P k
� k

(C(k� 1)� 1
A(k� 1))

� � 1
:

Â ïðåäñò àâåíèòå â ò àçè ã ëàâà ÷èñëåíè åê ñïåðèìåíòè ïðèáëèæ àâàìå äîïúë-

íåíèåòî íà Øóð ÷ðåç A(k� 1)
, ê àòî ïðèåìàìå, ÷å òîçè èçáîð å ïî-åñòåñòâåí è íå

âî äè äî ðàçëèêè â ìàùàáà íà åëåìåíòèòå â ñú îòâåòñòâàùèòå íà ðàçëè÷íè íèâà

íà ðàôèíèðàíå áëîê îâå íà ìíîãîíèâîâèÿ ïðåîáó ñëîâèòåë.

Â îáùèÿ ñëó÷àé èçïîëçâàíàò à òåõíèê à çà òåîðåòè÷åí àíàëèç íå å äèðåêò-

íî ïðèëî æèìà çà FR ðàçäåëÿíåòî (âæ. íàïð. [60]), íî â ñëåäâàùèòå ðàçäåëè

âêëþ÷âàìå ðåçó ëò àòè îò åê ñïåðèìåíòè è ÷èñëåíî èçñëåäâàíå ê àêòî çà D A, ò àê à

è çà FR ïðåîáó ëñîâèòåëè.

2.5 Ð îáàñòíè AMLI ïðåîáó ñëîâèòåëè çà ïàðàáî-

ëè÷íè çàäà ÷è

Òóê ïðåäñò àâÿìå îáîáùåíèå è ñðàâíåíèå íà ðîáàñòíè ìíîãîíèâîâè ïðåîáó ñëî-

âèòåëè çà ïàðàáîëè÷íè çàäà ÷è, äèñêðåòèçèðàíè ñ ïîìîùò à íà ê îíôîðìíè è

íåê îíôîðìíè êðàéíè åëåìåíòè. Ð àçã ëåæäàíèòå AMLI ìåòî äè ñå õ àðàêòåðèçè-

ðàò îò ê îíñò àíò àò à â ó ñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ çà èçáðàíîòî éåðàð õè÷íî

ðàçäåëÿíå. Çà öåëèòå íà ñðàâíåíèåòî ðàçã ëåæäàìå ñèñòåìíà ìàòðèöà â ñëåäíèÿ

(ñê àëèðàí) âèä

(2.5.32) A = �M + K =
X

E 2T

AE =
X

E 2T

(�M E + K E )
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êúäåòî � > 0 å ïàðàìåòúð, ñú îòâåòñòâàù íà èçáîðà íà ïàðàìåòðèòå � t è � ïðè

äèñêðåòèçàöèÿò à ïî âðåìåòî.

(i) Íåêîíôîð ìíè êð àéíè å ëå ìåíòè íà Êðîçå-Ð àâèàð, D A ð àçäå ëÿíå:

Çà ëîê àëíàò à (ìàêðîåëåìåíòíà) ê îíñò àíò à íà ÊÁØ çà éåðàð õè÷íàò à ìàòðèöà

íà ê îðàâèíà

bK E = JDA ;E K E (JDA ;E )T
â ñëó÷àÿ íà íåê îíôîðìíè äèñêðåòèçàöèè

ñ êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-Ð àâèàð å â ñèëà îöåíê àò à


 2
K ;E �

3
4

;

ïîê àçàíà çà ïúðâè ïú ò â [27 ]. Êîíñò àíò à íà ÊÁØ çà ëîê àëíàò à ìàòðèöà íà ìàñà

cME = JDA ;E ME (JDA ;E )T
ó äîâëåòâîð ÿâà ðàâåíñòâîòî


 2
M ;E =

1
2

:

Ëîê àëíàò à ìàêðîåëåìåíòíà ìàòðèöà

bAE = JDA ;E AE (JDA ;E )T = � cME + bK E

èìà ñëåäíîòî áëî÷íî ïðåäñò àâÿíå:

(2.5.33)

bAE =

"
bAE ;11

bAE ;12

bAE ;21
bAE ;22

#

= �

"
cME ;11

cME ;12

cME ;21
cME ;22

#

+

"
bK E ;11

bK E ;12

bK E ;21
bK E ;22

#

:

Ïî äåôèíèöèÿ (âæ. Ã ëàâà 1.3.1), ê îíñò àíò àò à 
 A;E â ó ñèëåíîòî íåðàâåíñòâî

íà ÊÁØ çà ðàçäåëÿíåòî (2.5.33) å ìèíèìàëíàò à ê îíñò àíò à, çà ê î ÿòî

jvT
1

bAE ;12v2j � 
 A;E

n
vT

1
bAE ;11v1 vT

2
bAE ;22v2

o1=2
:

Â ñèëà ñà íåðàâåíñòâàò à

jvT
1

bAE ;12v2j � � jvT
1

cME ;12v2j + jvT
1

bK E ;12v2j

� 
 M ;E �
n

vT
1

cME ;11v1vT
2

cME ;22v2

o1=2
+ 
 K ;E

n
vT

1
bK E ;11v1vT

2
bK E ;22v2

o 1=2

� maxf 
 M ;E ; 
 K ;E g
�

�
n

vT
1

cME ;11v1vT
2

cME ;22v2

o1=2

+
n

vT
1

bK E ;11v1vT
2

bK E ;22v2

o 1=2
�

� maxf 
 M ;E ; 
 K ;E g
n

vT
1 (� cME ;11 + bK E ;22)v1vT

2 (� cME ;22 + bK E ;22)v2

o 1=2

:
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Ñëåäîâàòåëíî, 
 A;E � maxf 
 M ;E ; 
 K ;E g. Ò îã àâà, ñ ïîìîùò à íà Ëåìà 1.3.4, ïîëó-

÷àâàìå ðàâíîìåðíàò à îòíîñíî ìðåæ îâà è ê îåôèöèåíòíà àíèçîòðîïèÿ îöåíê à

(2.5.34) 
 2
DA ;A = 
 2

A �
3
4

çà ê îíñò àíò àò à â ó ñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ çà D A ðàçäåëÿíå íà ìàòðèöàò à

(2.5.32) ïðè äèñêðåòèçàöèÿ ñ íåê îíôîðìíè êðàéíè åëåìåíòè.

(ii) Íåêîíôîð ìíè êð àéíè å ëå ìåíòè íà Êðîçå-Ð àâèàð, FR ð àçäå ëÿíå:

Â òîçè ñëó÷àé ñà â ñèëà ñëåäíèòå ðàâíîìåðíè îöåíêè çà ëîê àëíèòå ê îíñò àíòè

íà ÊÁØ çà ìàêðîåëåìåíòíèòå ìàòðèöè íà ìàñà è íà ê îðàâèíà,


 2
M ;E = 0; 
 2

K ;E <
3
4

:

Ñòîéíîñòò à íà 
 2
M :E çà FR ðàçäåëÿíå ñëåäâà îò äèàãîíàëíàò à ñòðóêòóðà íà åëå-

ìåíòíèòå ìàòðèöè íà ìàñà,

Me =
jej
3

2

6
6
4

1 0 0

0 1 0

0 0 1

3

7
7
5 ;

è ñå èçâåæäà äèðåêòíî.

Ïîðàäè ïî-îñîáåíèÿ âèä íà FR òðàíñôîðìàöèÿò à (2.2.20), òóê ðàçñúæäåíè-

ÿò à îò ïî äòî÷ê à (i) íå ìîã àò äà ñå ïðèëî æ àò äèðåêòíî.

(iii) Êîíôîð ìíè êð àéíè å ëå ìåíòè íà Êóð àíò:

Ëîê àëíàò à ê îíñò àíò à íà ÊÁØ çà ñëó÷àÿ íà äâóíèâîâî ðàçäåëÿíå íà ìàòðè-

öàò à íà ê îðàâèíà ïðè äèñêðåòèçàöèÿ ñ ëèíåéíè ê îíôîðìíè êðàéíè åëåìåíòè, å

àíàëèçèðàíà â [67, 9], âæ. ñúùî [11]. Ñëåäíàò à îöåíê à å â ñèëà:


 2
K ;E �

3
4

:

Çà ëîê àëíàò à ê îíñò àíò à íà ÊÁØ çà ìàòðèöàò à íà ìàñàò à å â ñèëà ðàâåíñò-

âîòî, âæ. íàïð. [67],


 2
M ;E =

9
10

:
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Ò îçè ðåçó ëò àò ìî æ å äà ñå ïðîâåðè, ê àòî ñå âçåìå ïðåäâèä, ÷å åëåìåíòíàò à ìàò-

ðèöà íà ìàñàò à çà êðàéíè åëåìåíòè íà Êóðàíò , e 2 Tk , èìà âèäà

Me =
jej
12

2

6
6
4

2 1 1

1 2 1

1 1 2

:

3

7
7
5

Ò îã àâà, â ñëó÷àÿ íà ðàçã ëåæäàíàò à äèñêðåòèçàöèÿ ñ íåê îíôîðìíè êðàéíè

åëåìåíòè, çà ëîê àëíàò à ê îíñò àíò à íà ÊÁØ çà äâóíèâîâî ðàçäåëÿíå íà ìàòðè-

öàò à (2.5.32), äåôèíèðàíî ÷ðåç (1.3.68), å â ñèëà îöåíê àò à


 2
A � 
 2

A;E � max
�

3
4

;
9
10

�
;

îò êúäåòî

(2.5.35) 
 2
A �

9
10

:

Îöåíê àò à å ðàâíîìåðíà îòíîñíî ìðåæ îâà è ê îåôèöèåíòíà àíèçîòðîïèÿ.

Äîñò àòú ÷íîòî ó ñëîâèå çà îïòèìàëíîñò íà AMLI ìåòî äà (1.3.78) íå å èçïúë-

íåíî, àê î 
 2 > 8
9 . Êàêòî ñå âèæäà îò îöåíê àò à (2.5.35), ïðè äâóíèâîâî ðàçäåëÿíå

â ñëó÷àÿ íà ê îíôîðìíè êðàéíè åëåìåíòè, òîâà ìî æ å äà ñå ñëó÷è çà îïðåäåëåíè

ñòîéíîñòè íà ê îåôèöèåíò à � â (2.5.32), ê îéòî â îáùèÿ ñëó÷àé å ïðîïîðöèîíàëåí

íà

1
� t

.

Â ñëó÷àÿ íà D A ðàçäåëÿíå, ó ñëîâèåòî çà îïòèìàëíîñò (1.3.78) å ó äîâëåòâîðå-

íî çà ñúñò àâíàò à ìàòðèöà (2.5.32) çà ñòåïåí íà ñò àáèëèçèðàùèÿ ïîëèíîì � = 3 .

×èñëåíèòå åê ñïåðèìåíòè, âêëþ÷åíè â ñëåäâàùèÿ ðàçäåë, ïîê àçâàò , ÷å ñò àáèëè-

çàöèÿ ìî æ å äà ñå ïîñòèãíå è çà � = 2 , ê àêòî ïðè D A, ò àê à è ïðè FR ðàçäåëÿíå.

Åäíî âúçìî æíî îá ÿñíåíèå çà òåçè ðåçó ëò àòè å, ÷å ðåàëíàò à ñòîéíîñò íà 
 DA ;A

çà ñúñò àâíàò à ìàòðèöà å ïî-ìàëê à. ò .å. îöåíê àò à (2.5.34) íå ñå äîñòèã à.

Ôèãóðè 2.4�2.6 ïðåäñò àâÿò ÷èñëåíî èçñëåäâàíå íà ïîâåäåíèåòî íà ê îíñò àí-

ò àò à â ó ñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ çà ìàòðèöàò à AE = �M E + K E ê àòî

ôóíêöèÿ íà ïðîèçâåäåíèåòî íà ïàðàìåòúðà � è ëèöåòî íà êðàéíèÿ åëåìåíò jej

îò åäíà ñòðàíà, è ìðåæ îâàò à àíèçîòðîïèÿ îò äðóã à ñòðàíà. Îçíà ÷àâàìå ñ 
 CR
DA ;E ,
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 CR
F R;E è 
 C

E ìàêðîåëåìåíòíèòå ê îíñò àíòè íà ÊÁØ, ñú îòâåòñòâàùè íà ðàçäåëÿíè-

ÿò à â ñëó÷àèòå (i), (ii) è (iii). Íåê à ïðèïîìíèì, ÷å òóê ìðåæ îâàò à àíèçîòðîïèÿ

Ôèãóðà 2.4: Ìàêðîåëåìåíòåí òðèúãúëíèê: (� 1; � 2; � 3) = (60 o; 60o; 60o)

ñå îïèñâà ïîñðåäñòâîì úã ëèòå (� 1; � 2; � 3) íà òðèúãúëíèòå êðàéíè åëåìåíòè (âæ.

Ôèãóðà 2.2). Ð àçã ëåæäàìå òðè ñëó÷àÿ, ê àòî âñåêè å ïðåäñò àâåí íà îò äåëíà ôèãó-

ðà. Íà âñ ÿê à îò Ôèãóðè 2.4, 2.5 è 2.6, çà ñú îòâåòíèÿ èçáîð íà úã ëèòå (� 1; � 2; � 3) ,

ñà èçîáðàçåíè ãðàôèêèòå íà 
 2 = f (
 C
E )2; (
 CR

DA ;E )2; (
 CR
F R;E )2g ê àòî ôóíêöèè íà

� jej . Íàïîìíÿìå, ÷å çà íåÿâåí ìåòî ä íà Îéëåð, � å ïðîïîðöèîíàëíà íà 1=� t , à

ëèöåòî íà åëåìåíò à jej å ïðîïîðöèîíàëíî íà h2
, êúäåòî h å õ àðàêòåðèñòè÷íèÿò

ðàçìåð. Ñòîéíîñòò à íà � jej çàâèñè îò èçáîðà íà ñòúïêèòå ïî ïðîñòðàíñòâî è

âðåìå.

Êîíñò àíò àò à 
 CR
F R;E â ó ñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ çà FR ðàçäåëÿíå å íàé-

ìàëê àò à âúâ âñè÷êè ðàçã ëåæäàíè ñëó÷àè. Ïðè ñðàâíåíèå íà 
 C
E è 
 CR

DA ;E ñå âèæ-

äà, ÷å ê îíñò àíò àò à íà ÊÁØ çà ê îíôîðìíè åëåìåíòè èìà ïî-äîáðî ïîâåäåíèå çà

ìàëêè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòúðà � jej è ñëó÷àè íà ïî-ìàëê à ìðåæ îâà àíèçîòðî-

ïèÿ. Îáùî íàáëþ äåíèå å, ÷å ïðåäèìñòâàò à íà íåê îíôîðìíèòå êðàéíè åëåìåíòè

ñà äîáðå èçðàçåíè â ñëó÷àÿ íà íàé-ñèëíà ìðåæ îâà àíèçîòðîïèÿ, âæ. Ôèãóðà 2.6.



Ï. Áî ÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòî äè çà íåê îíôîðìíè êðàéíè åëåìåíòè 69

Ôèãóðà 2.5: Ìàêðîåëåìåíòåí òðèúãúëíèê: (� 1; � 2; � 3) = (45 o; 45o; 90o)

2.6 ×èñëåíè åê ñïåðèìåíòè

Ùå èëþñòðèðàìå ÷èñëåíî åôåêòèâíîñòò à íà ðàçã ëåæäàíèòå òåõíèêè çà ïðåî-

áó ñëàâÿíå ñ ïîìîùò à íà ñëåäíèòå çàäà ÷è.

Çàäà ÷à 2.6.1 (Ïàðàáîëè÷íà çàäà ÷à âúð õó ìî äåëíà îáëàñò ñ òðèúãúëíà

ôîðìà) Ð àçãëåæäàìå ñèñòå ìàòà (2.1.9),

(M + � t(1 � � )K )u = g;

ïî ëó÷åíà ïðè äèñêðåòèçàöèÿ íà çàäà÷àòà 2.1.2 âúðõó òðèúãú ëíà îá ëàñò 
 , âæ.

Ôèãóð à 2.7. Äÿñíàòà ÷àñò g ñú îòâåòñòâà íà ñ ëó÷àéíî-ãåíåðèð àíîòî òî÷íî

ðåøåíèå u , g = Au . Âúðõó ñòð àíàòà íà îá ëàñòòà, ëåæàùà ñðåùó úãú ë � 3 , å

íàëîæåíî õî ìîãåííî ãð àíè÷íî óñ ëîâèå íà Äèðèõëå, à âúðõó äðóãèòå äâå ñòð à-

íè íà òðèúãú ëíèêà 
 ñ à íàëîæåíè õî ìîãåííè óñ ëîâèÿ íà Íîéìàí. Èçñ ëåäâàìå

ñêîðîñòòà íà ñõîäèìîñò íà AMLI ìåòîäà çà òðè ñ ëó÷àÿ íà úãëè íà òðèú-

ãú ëíàòà îá ëàñò 
 . Ìðåæèòå ñ à ïî ëó÷åíè ÷ðåç ð àâíî ìåðíî ñãúñòÿâàíå è ñ à

ñúñòàâåíè îò òðèúãú ëíè êð àéíè å ëå ìåíòè ñúñ ñúùèòå úãëè (� 1; � 2; � 3) . Úãëè-
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Ôèãóðà 2.6: Ìàêðîåëåìåíòåí òðèúãúëíèê: (� 1; � 2; � 3) = (6 o; 6o; 168o)

òå íà îá ëàñòòà 
 , à îò òàì è ñú îòâåòíèòå òðèúãú ëíè êð àéíè å ëå ìåíòè, ñ à

èçáð àíè ïî ñ ëåäíèÿ íà÷èí

2.6.1.(à) � 1 = 90� ; � 2 = � 3 = 45�
.

2.6.1.(á) � 1 = 156� ; � 2 = � 3 = 12�
.

2.6.1.(â) � 1 = 177� ; � 2 = 2 � ; � 3 = 1 �
.

È â òðèòå ñ ëó÷àÿ êîå ôèöèåíòíàòà ìàòðèöà â (2.1.2) å a(x) =

"
1 0

0 1

#

:

Íàïî ìíÿìå, ÷å ëîêàëíèòå ñâîéñòâà (ñú îòâåòñòâàùè íà å ëå ìåíòíèòå ìàò-

ðèöè) íà èçîòðîïíèÿ îïåð àòîð íà Ëàïëàñ âúðõó àíèçîòðîïíà ìðåæà êàòî

òàçè â 2.6.1.(b) è 2.6.1.(c), ñ à åêâèâàëåíòíè íà ñâîéñòâàòà íà àíèçîòðîïåí

å ëèïòè÷åí îïåð àòîð âúðõó ìðåæà îò ïð àâîúãú ëíè ð àâíîáåäðåíè òðèúãú ëíèöè

êàòî òàçè â 2.6.1.(a), âæ. íàïð. [9 ].

Çàäà ÷à 2.6.2 (Óðàâíåíèå íà òîïëîïðîâî äíîñò ñ ïðåêúñíàòî íà ÷àëíî

ó ñëîâèå) Ð àçãëåæäàìå (2.1.2) â åäèíè÷íèÿ êâàäð àò 
 = [0 ; 1]2 . Äÿñíàòà ÷àñò
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Ôèãóðà 2.7: Îáëàñòò à 
 çà Çàäà ÷à 2.6.1. Ïðè ðàçëè÷åí èçáîð íà úã ëèòå ñå èëþñ-

òðèðà âúçäåéñòâèåòî íà ìðåæ îâàò à àíèçîòðîïèÿ âúð õó ñê îðîñòò à íà ñ õ î äèìîñò

íà ïðåäëî æ åíèÿ ïðåîáó ñëîâèòåë

å f (x; t) = 1 , à ïî ãð àíèöàòà � D � @
 ñ à íàëîæåíè õî ìîãåííè ãð àíè÷íèòå

óñ ëîâèÿ íà Äèðèõëå. Íà÷àëíîòî óñ ëîâèå u0 å ïðåêúñíàòî, êàòî u0 = 1 âúâ

âúòðåøíîñòòà íà êðúã ñ ð àäèóñ 0:4 è öåíòúð â (0:5; 0:5) è u0 = 0 èçâúí òîçè

êðúã.

Ð àçã ëåæäàìå AMLI àëãîðèòìè áàçèðàíè ê àêòî íà D A, ò àê à è íà FR ðàç-

äåëÿíèÿ. Âúâ âñè÷êè åê ñïåðèìåíòè ñèñòåìèòå ñ âî äåùèòå äèàãîíàëíè áëîê îâå

ñå ðåøàâàò ïðèáëèæ åíî ÷ðåç òðè âú òðåøíè èòåðàöèè íà ìåòî äà íà ñïðåãíàòèÿ

ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñëàâÿíå, êúäåòî ïðåîáó ñëîâèòåëÿò å ïîñòðîåí ïî îïèñàíèÿ â

Ð àçäåë 2.3 íà ÷èí.

Â ÷èñëåíèòå åê ñïåðèìåíòè ðàçã ëåæäàìå AMLI ïðåîáó ñëîâèòåë áåç ñò àáè-

ëèçàöèÿ (V-öèêúë) è íåëèíååí AMLI (NLAMLI) ñ áðîé âú òðåøíè èòåðàöèè ñ

îáîáùåí ìåòî ä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñëàâÿíå � k = 2 è 3 íà âñ ÿê î

íèâî k (W-öèêúë îò ñòåïåí 2 è 3). Èçïîëçâàìå íåëèíåéíèÿ AMLI ìåòî ä ïîðàäè

ñëåäíèòå ñú îáðàæ åíèÿ. Îò åäíà ñòðàíà íå ðàçïîëàã àìå ñ îöåíê à íà ê îíñò àíò àò à

â ó ñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ çà ñëó÷àÿ íà FR ðàçäåëÿíå íà ìàòðèöàò à íà

ñèñòåìàò à çà ïàðàáîëè÷íà çàäà ÷à. Èçâåñòíî å îáà ÷å (âæ. íàïð. [61 ]), ÷å çà åëèï-

òè÷íè çàäà ÷è FR ïî äõ î äú ò ïðèòåæ àâà ïî-äîáðà ñ õ î äèìîñò îò D A ìåòî äà, ê îåòî

íè äàâà îñíîâàíèå äà î÷àêâàìå ïî äîáíî ïîâåäåíèå è çà ñëó÷àÿ íà ïàðàáîëè÷íè
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2.6.1 (a) 2.6.1 (b) 2.6.1 (c)

Áðîé V W2 W3 V W2 W3 V W2 W3

ðàôèíèðàíèÿ `

D A ïðåîáó ñëîâèòåë

1 8 11 11 10 14 14 7 10 9

2 12 13 12 19 15 14 14 18 17

3 15 13 12 34 16 14 26 22 17

4 19 13 11 62 18 14 51 26 16

5 26 13 12 114 18 14 102 25 16

FR ïðåîáó ñëîâèòåë

1 8 8 8 9 9 9 6 7 6

2 11 8 8 15 10 9 10 7 6

3 14 8 8 20 10 9 16 7 6

4 16 8 7 25 9 9 21 6 6

5 20 8 8 29 9 9 19 6 6

Ò àáëèöà 2.1: Çàäà ÷à 2.6.1: Áðîé èòåðàöèè çà ñò àöèîíàðíàò à çàäà ÷à
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2.6.1 (a) 2.6.1 (b) 2.6.1 (c)

Áðîé V W2 W3 V W2 W3 V W2 W3

ðàôèíèðàíèÿ `

D A ïðåîáó ñëîâèòåë

1 7 7 7 8 8 8 5 5 5

2 8 7 7 10 8 8 7 6 5

3 11 7 7 13 8 8 10 6 5

4 14 7 7 15 8 8 10 6 5

5 19 7 7 18 8 8 12 6 5

FR ïðåîáó ñëîâèòåë

1 6 6 6 8 8 8 5 6 6

2 7 6 6 10 8 8 7 6 5

3 7 6 6 9 8 8 8 5 5

4 7 6 6 9 8 8 9 5 5

5 7 6 6 10 8 8 9 5 5

Ò àáëèöà 2.2: Çàäà ÷à 2.6.1: Áðîé èòåðàöèè, � = 0 , AMLI ïðåîáó ñëîâèòåë

çàäà ÷è. Ñúùî ò àê à, òð ÿáâà äà ñå âçåìå ïî ä âíèìàíèå, ÷å FR ïðåîáó ñëîâèòåëèòå

ïî äîáð ÿâàò ñâîéñòâàò à ñè ïðè óâåëè÷àâàíå íà áðî ÿ íà íèâàò à â AMLI ìåòî-

äà. Âúç îñíîâà íà Ò åîðåìà 2.4.1, D A ïðåîáó ñëîâèòåëÿò ïðèòåæ àâà ã àðàíòèðàíà

îïòèìàëíà ñê îðîñò íà ñ õ î äèìîñò ïðè èçïîëçâàíå íà ñò àáèëèçèðàù ïîëèíîì îò

òðåò à ñòåïåí, íî â ïðîâåäåíèòå åê ñïåðèìåíòè, ïðåäñò àâåíè â Ò àáëèöè 2.1�2.3,

ðàçã ëåæäàìå ñúùî ò àê à è ñò àáèëèçàöèÿ ñàìî ñ äâå âú òðåøíè èòåðàöèè. Åòî

çàùî, èçïîëçâàíåòî íà ñàìîðåãó ëèðàùèÿ ñå íåëèíååí AMLI ìåòî ä ñ àäàïòèâíî

ïðåîáó ëñëàâÿíå ïî íèâà, ê îéòî äà ïîçâîëè ó ñâî ÿâàíåòî íà ïúëíèÿ ïîòåíöèàë íà

éåðàð õè÷íîòî ðàçäåëÿíå, å çà ïðåäïî÷èò àíå.

Çàáåëåæê à 2.6.1 ×èñ ëåíè åêñïåðèìåíòè, êîèòî íå ñ à âêëþ÷åíè â äèñåðòàöè-

ÿòà, ïîêàçâàò, ÷å ïîäîáíî íà ïðåäñòàâåíèòå â [16 ] ðåçóëòàòè, ñòàáèëèçàöèÿ
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ìîæå äà áúäå ïðèëàãàíà ñ àìî íà ÷àñò îò íèâàòà, âæ. ñúùî [76 ].

Åê ñïåðèìåíòèòå çà Çàäà ÷à 2.6.1 èëþñòðèðàò âúçäåéñòâèåòî íà ìðåæ îâàò à

àíèçîòðîïèÿ âúð õó åôåêòèâíîñòò à íà ïðåäëî æ åíèÿ ïðåîáó ñëîâèòåë çà (2.1.9).

Â ïðåäñò àâåíèòå åê ñïåðèìåíòè íàé-ãðóáàò à ìðåæ à å ïîëó÷åíà ÷ðåç òðè ïîñëåäî-

âàòåëíè ðàôèíèðàíèÿ íà íà ÷àëíàò à ãåîìåòðèÿ. Íàé-ôèíàò à èçïîëçâàíà ìðåæ à

èìà 98688ñòåïåíè íà ñâîáî äà. Èçïîëçâàíî å íó ëåâî íà ÷àëíî ïðèáëèæ åíèå.

Ïðîâåäåíè ñà òðè âèäà åê ñïåðèìåíòè. Ïðè ïúðâèÿ ðàçã ëåæäàìå ñò àöèîíàð-

íàò à çàäà ÷à, êúäåòî ðåøàâàíèòå ñèñòåìè ñà (ñàìî) ñ ìàòðèöàò à íà ê îðàâèíà. Â

äðóãèòå äâà ñëó÷àÿ ðåøàâàìå äèñêðåòèçèðàíàò à ïàðàáîëè÷íà ñèñòåìà (2.1.9) çà

äâå ñòîéíîñòè íà � , � = 0 è � = 1=2. Ïðè � = 0 äèñêðåòèçàöèÿò à ïî âðåìåòî å

÷ðåç íàïúëíî íåÿâíà ñ õ åìà (íåÿâåí ìåòî ä íà Îéëåð), à ïðè � = 1=2 � ÷ðåç ìåòî ä

íà Êðàíê-Íèê îëñîí. È â äâàò à ñëó÷àÿ ñòúïê àò à ïî âðåìåòî å � t = h2
` , êúäåòî h`

å õ àðàêòåðèñòè÷íèÿò ðàçìåð íà íàé-ôèíàò à ìðåæ à. Ñèñòåìèòå íà íàé-ãðóáàò à

ìðåæ à ðåøàâàìå òî÷íî ñ ôàêòîðèçàöèÿ íà Õîëåöêè.

Â Ò àáëèöè 2.1�2.3 ñà ïîê àçàíè ðåçó ëò àòè çà ðåøàâàíåòî íà Çàäà ÷à 2.6.1.

Âñåêè ðåä îòãîâàð ÿ íà åäíîêðàòíî ðåøàâàíå íà ñú îòâåòíàò à ñèñòåìà ÷ðåç ïðè-

ëàã àíå íà ìåòî ä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñëàâÿíå çà ñëó÷àÿ íà V-öèêúë

(V), èëè îáîáùåí ìåòî ä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñëàâÿíå çà ñëó÷àÿ íà

W-öèêúë ñ äâå âú òðåøíè èòåðàöèè (W2) è W-öèêúë ñ òðè âú òðåøíè èòåðà-

öèè (W3). Ïðåäñò àâåíèÿò áðîé èòåðàöèè ñú îòâåòñòâà íà îòíîñèòåëíà ãðåøê à

jj r (n) jj=jj r (0) jj � 10� 6
, êúäåòî r (n) å n -òèÿò ðåçèäó àë, âæ. (1.2.43) â Àëãîðèòúì

1.2.2.

Â ñëó÷àÿ íà Çàäà ÷à 2.6.1.(á) è 2.6.1.(â) ìàòðèöàò à íà ê îðàâèíà å äîïúëíè-

òåëíî ëîøî îáó ñëîâåíà çàðàäè ìðåæ îâàò à àíèçîòðîïèÿ, ïîðî äåíà îò ôîðìàò à

íà òðèúãúëíèòå åëåìåíòè. Ð åçó ëò àòèòå â Ò àáëèöà 2.1 ÿñíî ïîê àçâàò âëèÿíèåòî

íà òîçè ôàêò âúð õó ñ õ î äèìîñòò à íà V-öèêúëà. Â ñú îòâåòñòâèå ñ òåîðåòè÷íèòå

îöåíêè, ïðè èçïîëçâàíå íà ñò àáèëèçàöèÿ â äâàò à âàðèàíò à íà W-öèêúë, áðî ÿò

íà èòåðàöèèòå íå ñå âëèÿå ñúùåñòâåíî îò �ëîøàò à� ìðåæ à.
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2.6.1 (a) 2.6.1 (b) 2.6.1 (c)

Áðîé V W2 W3 V W2 W3 V W2 W3

ðàôèíèðàíèÿ `

D A ïðåîáó ñëîâèòåë

1 6 7 7 7 7 7 6 5 5

2 8 7 7 9 7 7 8 6 6

3 11 7 7 11 7 7 9 6 6

4 14 7 7 13 7 7 10 6 6

5 19 7 7 16 7 7 11 6 6

FR ïðåîáó ñëîâèòåë

1 6 6 6 7 7 7 6 5 6

2 6 6 6 9 7 7 7 6 5

3 6 6 6 9 7 7 8 5 5

4 6 6 6 9 7 7 9 5 5

5 6 6 6 9 7 7 9 5 5

Ò àáëèöà 2.3: Çàäà ÷à 2.6.1: Áðîé èòåðàöèè, � = 1=2, AMLI ïðåîáó ñëîâèòåë
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Ìàòðèöàò à íà ìàñàò à çà êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-Ð àâèàð å äèàãîíàëíà,

ïîðàäè ê îåòî ìàòðèöàò à íà ñèñòåìàò à çà äèñêðåòèçèðàíàò à ïàðàáîëè÷íà çàäà-

÷à å ïî-ñèëíî äèàãîíàëíî äîìèíèðàùà îò ìàòðèöàò à íà ñèñòåìàò à â ñëó÷àé íà

åëèïòè÷íà çàäà ÷à. Ñðàâíåíèå íà ðåçó ëò àòèòå â Ò àáëèöà 2.1, îò åäíà ñòðàíà, è

Ò àáëèöè 2.2 è 2.3, îò äðóã à ñòðàíà, ÿñíî ïîê àçâà âëèÿíèåòî íà òîçè åôåêò . W-

öèêëèòå çà ïàðàáîëè÷íàò à ñèñòåìà ñå ñò àáèëèçèðàò çà ïî-ìàëúê áðîé èòåðàöèè.

V-öèêúëú ò çà òîçè ñëó÷àé ñúùî èìà ïî-äîáðè ñâîéñòâà. Ïðè èçïîëçâàíàò à òóê

ñòúïê à ïî âðåìåòî íå ñå íàáëþ äàâàò ìíîãî ãîëåìè ðàçëèêè â ïîâåäåíèåòî íà

ïðåîáó ñëîâèòåëèòå çà äâàò à èçáîðà íà � , ê îåòî ñúùî å â ñú îòâåòñòâèå ñ òåîðå-

òè÷íèòå îöåíêè. Ñðàâíåíèåòî íà D A è FR ïðåîáó ñëîâèòåëèòå ïîê àçâà, ÷å FR

ìåòî äú ò èìà ñúùàò à èëè ïî-äîáðà ñê îðîñò íà ñ õ î äèìîñò ñïð ÿìî ò àçè íà D A ìå-

òî äà çà ïàðàáîëè÷íàò à çàäà ÷à. Ñëó÷àÿò íà W-öèêúë ñ òðè âú òðåøíè èòåðàöèè,

ê àêòî è òîçè ñ äâå, ïîê àçâàò îïòèìàëíî ïîâåäåíèå è çà äâàò à ðàçã ëåæäàíè âà-

ðèàíò à íà éåðàð õè÷íî ðàçäåëÿíå. Ð åçó ëò àòèòå ïîòâúð æäàâàò ïðåäïîëî æ åíèåòî,

÷å FR ïðåîáó ñëîâèòåëÿò å îïòèìàëåí è çà ïàðàáîëè÷íàò à çàäà ÷à.

Çà äà íàïðàâèì ñðàâíåíèå íà ïðåäëî æ åíèòå AMLI ïðåîáó ñëîâèòåëè ñ äðóãè

îïòèìàëíè ìåòî äè, âêëþ÷âàìå è ÷èñëåíè åê ñïåðèìåíòè ñ ìåòî ä íà ñïðåãíàòèÿ

ãðàäèåíò , ïðåîáó ñëîâåí ñ Àëãåáðè÷åí Ìó ëòèãðèä (AMG). Ð åøàâàìå ðàçã ëåæäà-

íàò à çàäà ÷à ïðè � = 1=2, çà òðèòå ñëó÷àÿ 2.6.1.(a), 2.6.1.(b) è 2.6.1.(c). Çà AMG

ïðåîáó ñëîâèòåëÿ, ê àòî �÷åðíà êóòèÿ� ñ íàñòðîéêè ïî ïî äðàçáèðàíå, èçïîëçâàìå

ôóíêöèîíàëíîñòò à â áèáëèîòåê àò à HSL _ MI 20 (âæ. [55 ]). Ð åçó ëò àòèòå ñà ïðåä-

ñò àâåíè â Ò àáëèöà 2.4. Äÿñíàò à ÷àñò , íà ÷àëíîòî ïðèáëèæ åíèå è êðèòåðèÿ çà

ïðåêðàò ÿâàíå íà èòåðàòèâíèÿ ïðîöåñ ñà ñúùèòå ê àòî òåçè, èçïîëçâàíè ñ D A è

FR ïðåîáó ñëàâÿíå â Ò àáëèöà 2.3. ßñíî èçðàçåíî å ïðåäèìñòâîòî íà NLAMLI çà

ñèëíî àíèçîòðîïíè çàäà ÷è.

Êàòî ñëåäâàùà ñòúïê à ðàçã ëåæäàìå Çàäà ÷à 2.6.2 è ïîâåäåíèåòî íà ïðåäëî æ å-

íèòå òåõíèêè íà ïðåîáó ñëàâÿíå â ïðîöåñà íà ÷èñëåíî ðåøàâàíå íà íåñò àöèîíàð-

íàò à ïàðàáîëè÷íà çàäà ÷à. Èçâåñòíî å, ÷å çà ïî-ñëî æíè çàäà ÷è, íàïðèìåð ò àêèâà

ñ ïðåêúñíàòî íà ÷àëíî ó ñëîâèå ê àòî ðàçã ëåæäàíàò à òóê, ñòîéíîñò íà ïàðàìåòú-

ðà � = 1=2 âî äè äî íåôèçè÷íè îñöèëàöèè â íà ÷àëîòî íà èç÷èñëèòåëíèÿ ïðîöåñ.
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Áðîé 2.6.1 (a) 2.6.1 (b) 2.6.1 (c)

ðàôèíèðàíèÿ `

AMG ïðåîáó ñëîâèòåë

1 4 10 28

2 4 10 38

3 4 10 46

4 4 10 50

5 4 10 50

Ò àáëèöà 2.4: Çàäà ÷à 2.6.1: Áðîé èòåðàöèè, � = 1=2, AMG ïðåîáó ñëîâèòåë

Åòî çàùî èçïîëçâàìå íåÿâåí ìåòî ä íà Îéëåð, � = 0 . Â åê ñïåðèìåíòèòå èçáèðàìå

� t = h` . Çà ïîëó÷àâàíå íà ïðåäñò àâåíèòå ðåçó ëò àòè èçïúëíÿâàìå äåñåò ñòúïêè

ïî âðåìåòî, ê îåòî å äîñò àòú ÷íî, çà äà ñå ïîêðèå ïåðèî äà, â ê îéòî ôóíêöèÿò à íà

òåìïåðàòóðàò à ñå èçã ëàæäà â öÿëàò à îáëàñò . Ïðèëàã àìå NLAMLI ñ FR ïðåîáó ñ-

ëîâèòåë è ñò àáèëèçàöèÿ ñ äâå âú òðåøíè èòåðàöèè. Íà âñ ÿê à ñòúïê à ïî âðåìåòî

èçïîëçâàìå ïîëó÷åíèÿ íà ïðåäõ î äíà ñòúïê à ðåçó ëò àò ê àòî íà ÷àëíî ïðèáëèæ å-

íèå. Ïðèáëèæ åíèÿò à ñå ïî äîáð ÿâàò , ïîðàäè ê îåòî èìà îñíîâàíèå äà ïðèëàã àìå

äèíàìè÷åí êðèòåðèé çà êðàé íà èòåðàöèîííèÿ ïðîöåñ. Òóê, èòåðàöèèòå â ìåòî-

äà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñëàâÿíå è îáîáùåíèÿ ìåòî ä íà ñïðåãíàòèÿ

ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñëàâÿíå ñå ïðåó ñò àíîâÿâàò , ê îã àòî jj r (n) jj=jj r (0) jj � 10� 6
, èëè

ê îã àòî jj r (n) jj � 10� 6
. Â Ò àáëèöà 2.5 ñà ïðåäñò àâåíè ñðåäíèÿò áðîé èçâúðøåíè

íà ñòúïê à ïî âðåìåòî èòåðàöèè.

Ôèãóðà 2.8 èëþñòðèðà ôîðìàò à íà ïîëó÷åíîòî ÷èñëåíî ðåøåíèå. Ïîê àçàíè

ñà íà ÷àëíîòî ó ñëîâèå, ïðèáëèæ åíèåòî íà ïúðâàò à, âòîðàò à è ïîñëåäíàò à ñòúï-

ê à ïî âðåìåòî. Ð åçó ëò àòèòå ñú îòâåòñòâàò íà ñâîéñòâàò à íà ôèçè÷íîòî ÿâëåíèå.

ßñíî ñå íàáëþ äàâà òèïè÷íîòî çà åâîëþöèîííè óðàâíåíèÿ èçã ëàæäàíå íà íà ÷àë-

íîòî ó ñëîâèå.
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Ôèãóðà 2.8: Óðàâíåíèå íà òîïëîïðîâî äíîñò ñ ïðåêúñíàòî íà ÷àëíî ó ñëîâèå, ` =

2.

(à) Íà ÷àëíî ó ñëîâèå (á) Ïðèáëèæ åíî ðåøåíèå íà ïúðâàò à

ñòúïê à ïî âðåìåòî

(â) Ïðèáëèæ åíî ðåøåíèå íà âòîðàò à

ñòúïê à ïî âðåìåòî

(ã) Ïðèáëèæ åíî ðåøåíèå íà ïîñëåäíàò à

ñòúïê à ïî âðåìåòî

Ð àçìåðíîñò Áðîé Ñð. áðîé Ñð. áðîé

íà çàä. n` ðàôèí. ` èòåðàöèè (V) èòåðàöèè (W2)

FR ïðåîáó ñëîâèòåë

800 1 6 5

3136 2 8 6

12416 3 11 6

49408 4 13 7

197120 5 16 8

Ò àáëèöà 2.5: Çàäà ÷à 2.6.2: Ñðåäåí áðîé èòåðàöèè íà ñòúïê à ïî âðåìåòî



Ã ëàâà 3

Ìíîãîíèâîâè ìåòî äè çà

ãðàô-ëàïëàñèàíè ñ òåã ëà

Âúâ ôîêó ñà íà íàñòî ÿùàò à ã ëàâà å ê îíñòðóèðàíåòî íà ìíîãîíèâîâè ïðåîáó ñëî-

âèòåëè çà ñèñòåìè, ÷èèòî ìàòðèöè èìàò ñòðóêòóðà íà ãðàô-ëàïëàñèàí ñ òåã ëà.

Åäèí êëàñ çàäà ÷è îò òîçè âèä å ñâúðçàí ñ ïðèëàã àíå íà ñìåñåí ìåòî ä íà êðàé-

íèòå åëåìåíòè.

Íåê à íàïîìíèì, ÷å ñò àíäàðòíèÿò ìåòî ä íà êðàéíèòå åëåìåíòè å âàðèàíò íà

êëàñè÷åñêèÿ ìåòî ä íà Ðèö ñ íà ÷àñòè ïîëèíîìèàëíî ïðîñòðàíñòâî çà òúðñåíå íà

ïðèáëèæ åíî ðåøåíèå íà âàðèàöèîííàò à çàäà ÷à. Â òîçè ñëó÷àé ðåøåíèåòî ìè-

íèìèçèðà åíåðãåòè÷íèÿ ôóíêöèîíàë, ñú îòâåòñòâàù íà ðàçã ëåæäàíàò à çàäà ÷à.

Îò äðóã à ñòðàíà, ïðè ñìåñåíèÿ ìåòî ä íà êðàéíèòå åëåìåíòè, ðåøåíèåòî å ñåä-

ëîâà òî÷ê à çà ñú îòâåòíèÿ ôóíêöèîíàë. Ïîëó÷åíàò à äèñêðåòíà çàäà ÷à å çíàê îâî

íåîïðåäåëåíà è ñëåäîâàòåëíî ìåòî äú ò íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñëàâÿíå

íå å äèðåêòíî ïðèëî æèì.

Òóê ïîê àçâàìå ê àê ðàçã ëåæäàíàò à â ò àçè ã ëàâà çàäà ÷à ñúñ ñåäëîâà òî÷ê à

ìî æ å åôåêòèâíî äà ñå ñâåäå äî çàäà ÷à çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìà ñúñ ñèìåòðè÷íà

ïîëî æèòåëíî ïîëó îïðåäåëåíà ìàòðèöà. Ò àçè ìàòðèöà å ñúñ ñòðóêòóðà íà ãðàô-

ëàïëàñèàí è íÿìà ñò àíäàðòíî ïðåäñò àâÿíå ê àòî ñóìà îò åëåìåíòíè ìàòðèöè.

Â èçïîëçâàíàò à â äèñåðò àöèÿò à ôîðìó ëèðîâê à ìàòðèöàò à íà ñèñòåìàò à ñå ðàç-

79
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ã ëåæäà ê àòî ñóìà îò ñïåöèàëíî âúâåäåíè ëîê àëíè ìàòðèöè, àñîöèèðàíè íå ñ

åëåìåíòèòå, à ñ òåõíèòå ñòðàíè. Â äèñåðò àöèÿò à ïðåäëàã àìå ìíîãîíèâîâ ïðåî-

áó ñëîâèòåë, îñíîâàí íà ò àçè ê îíñòðóêöèÿ. Ïðåäñò àâÿìå òåîðåòè÷íè è ÷èñëåíè

ðåçó ëò àòè, ñâúðçàíè ñ äâàò à îñíîâíè àñïåêò à â ïîñòðî ÿâàíåòî íà îïòèìàëåí

AMLI ìåòî ä � ðàâíîìåðíà îöåíê à íà ê îíñò àíò àò à â ó ñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà

ÊÁØ çà ïðåäëî æ åíîòî éåðàð õè÷íî äâóíèâîâî ðàçäåëÿíå è åôåêòèâíè ïðåîáó ñ-

ëîâèòåëè çà âî äåùèòå äèàãîíàëíè áëîê îâå.

Îñíîâíè ðåçó ëò àòè, âêëþ÷åíè â íàñòî ÿùàò à ã ëàâà, ñà ïóáëèêóâàíè â:

� P . Bo y ano v a, S. Margeno v, Multilevel Splitting of W eighte d Gr aph-L aplacian

A rising in Non-c onforming Mixe d FEM El liptic Pr oblems , Numerical Analysis

and Its Applications, Springer LNCS 5434 , 2009, 216-223.

� P . Bo y ano v a, S. Margeno v, Numeric al Study of AMLI Metho ds for W eighte d

Gr aph-L aplacians , Large-Scale Scien ti�c Computing, Springer LNCS 5910 ,

2010, 84-91.

� P . Bo y ano v a, I. Georgiev, S. Margeno v, L. Zik atano v, Multilevel Pr e c onditioning

of Gr aph-L aplacians: Polynomial Appr oximation of the Pivot Blo cks Inverses ,

submitted.

3.1 Ñìåñåíà çàäà ÷à � ïîñò àíîâê à è äèñêðåòèçà-

öèÿ

Ð àçã ëåæäàìå åëèïòè÷íàò à ãðàíè÷íà çàäà ÷à â ñìåñåíà ôîðìà

(3.1.1)

u + r p = f x 2 
 ;

r � u = 0 x 2 
 ;

u � n = 0 x 2 @
 ;

êúäåòî 
 å ìíîãîúãúëíà îáëàñò â R2
, à f = ( f 1; f 2) å äàäåíà ã ëàäê à âåêòîðíà

ôóíêöèÿ. Íåèçâåñòíàò à âåêòîðíà ôóíêöèÿ u = ( u1; u2) ùå íàðè÷àìå ñê îðîñò , à

íåèçâåñòíàò à ñê àëàðíà ôóíêöèÿ p � íàëÿã àíå.
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Çàäà ÷à îò òîçè âèä âúçíèêâà, íàïðèìåð, íà ïðîåêöèîííàò à ñòúïê à â ñúñò àâåí

ìåòî ä çà íåñò àöèîíàðíèòå óðàâíåíèÿ íà Íàâèå-Ñòîê ñ. Â òîçè ñëó÷àé ê îìáèíà-

öèÿò à îò êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-Ð àâèàð çà ñê îðîñòèòå è íà ÷àñòè ê îíñò àíòè

çà íàëÿã àíåòî âî äè äî ó ñòîé÷èâà, ëîê àëíî ê îíñåðâàòèâíà äèñêðåòèçàöèÿ (âæ.

[43], ê àêòî è [25]). Â ñëàáà ôîðìà çàäà ÷à (3.1.1) èìà âèäà:

Ïðè äàäåíà äÿñíà ÷àñò f 2 (L2(
)) 2
, äà ñå íàìåð ÿò (u; p) 2 (V; Q) , ò àê à ÷å

(3.1.2)

(u; v) + ( p;r � v ) = ( f ; v ) 8v 2 V ;

(r � u; q) = 0 8q 2 Q;

êúäåòî

V = f v 2 (L2(
))
2
; r � v 2 L2(
) ; v � n = 0 âúð õó @
 g;

Q = f q 2 L2(
);
Z



q = 0g:

Ð àçã ëåæäàìå êâàçè-ðåãó ëÿðíà ìðåæ à îò òðèúãúëíèöè Th ñ õ àðàêòåðåí ðàç-

ìåð h , à ïðèáëèæ åíî ðåøåíèå (uh; ph) íà (3.1.2) òúðñèì â äèñêðåòíèòå ïðîñò-

ðàíñòâà

Vh = f vh 2 (L2(
)) 2; vh je 2 (P1(e))2 8e 2 Th;

vh å íåïðåêúñíàò à â ñðåäèòå íà ñòðàíèòå íà 8e 2 Th;

vh � n = 0 â ñðåäèòå íà ñòðàíè ïî ãðàíèöàò à @
 g;

Qh = f qh 2 L2(
) ; qh je 2 P0(e); 8e 2 Th;
Z



qh = 0g;

ò àê à ÷å

(3.1.3)

(uh; vh) + ( ph; r � vh) = ( fh; vh) 8vh 2 Vh;

(r � uh; qh) = 0 8qh 2 Qh:

Íåê à f x i gN
i =1 ñà ñðåäèòå íà ñòðàíèòå íà åëåìåíòèòå f ekgn

k=1 . Îçíà ÷àâàìå ñ

� i ; i = 1; : : : ; N áàçèñíèòå ôóíêöèè íà Êðîçå-Ð àâèàð,

� i (x j ) = � ij ;

à ñ qk ; k = 1; : : : ; n áàçèñíèòå ôóíêöèè íà ïðîñòðàíñòâîòî íà íà ÷àñòè ê îíñò àíòè

âúð õó Th ,

(3.1.4) qk(y) = � kl ; y 2 el :
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Ò îã àâà, íåèçâåñòíèòå ôóíêöèè íà ñê îðîñòèòå è íàëÿã àíåòî òúðñèì ê àòî

uh = ( u1;h; u2;h) = (
NX

j =1

u1;h;j � j ;
NX

j =1

u2;h;j � j );

ph =
nX

k=1

ph;k qk :

Çà äà å â ñèëà (uh; vh) + ( ph; r � vh) = ( fh; vh) çà âñ ÿê î vh 2 Vh , äîñò àòú ÷íî å

äà å èçïúëíåíî çà 8vh = ( � i ; 0) è 8vh = (0 ; � i ); i = 1; : : : N . Ò îã àâà çàäà ÷à (3.1.3)

ìî æ å äà ñå çàïèøå âúâ âèäà:

Äà ñå íàìåð ÿò u1;h = f u1;h;j gN
j =1 , u2;h = f u2;h;j gN

j =1 è ph = f ph;k gn
k=1 , çà ê îèòî

(3.1.5)

NX

j =1

Z



u1;h;j � j � i �

nX

k=1

Z



ph;k qk

@�i
@x

=
NX

j =1

Z



f 1;h;j � j � i ; i=1; : : : N

NX

j =1

Z



u2;h;j � j � i �

nX

k=1

Z



ph;k qk

@�i
@x

=
NX

j =1

Z



f 2;h;j � j � i ; i=1; : : : N

�
NX

j =1

Z



u1;h;j

@�j
@x

qk �
NX

j =1

Z



u2;h;j

@�j
@y

qk = 0; k=1; : : : n

Äèñêðåòíàò à ñèñòåìà (3.1.5) èìà âèäà Pwh = b; êúäåòî wT
h = f uT

1;h ; uT
2;h; pT

h g

å âåêòîðú ò íà íåèçâåñòíèòå ñê îðîñòè è íàëÿã àíå, à ìàòðèöàò à P èìà ñëåäíàò à

ñèìåòðè÷íà ñòðóêòóðà

(3.1.6) P =

2

6
6
4

M B 1

M B 2

B T
1 B T

2

3

7
7
5 :

Òóê M å ìàòðèöà íà ìàñàò à, ê î ÿòî, ê àêòî âå÷å áåøå ñïîìåíàòî, å äèàãîíàëíà,

ò .å.

M = f mij gN
i;j =1 ; êúäåòî mii =

Z



� 2

i ; à mij = 0 çà i 6= j:

Áëîê îâåòå B1 è B2 ñà ìàòðèöè ñ N ðåäà è n ñòúëáà è ïîðàäè ñâîéñòâîòî

(3.1.4) èìàò âèäà

(3.1.7)

B1 = f b1;ij gN;n
i;j =1 ; êúäåòî b1;ij = �

Z

ej

@�i
@x

;

B2 = f b2;ij gN;n
i;j =1 ; êúäåòî b2;ij = �

Z

ej

@�i
@y

:
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3.2 Ñòðóêòóðà íà ìàòðèöàò à íà çàäà ÷àò à çà íà-

ëÿã àíåòî: ãðàô-ëàïëàñèàí ñ òåã ëà

Ñìåñåíèÿò ìåòî ä íà êðàéíèòå åëåìåíòè âî äè äî çàäà ÷à ñúñ ñåäëîâà òî÷ê à. Ìàò-

ðèöàò à P å îñîáåíà è äèðåêòíîòî ïðèëî æ åíèå íà ìåòî ä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò

íå å âúçìî æíî.

Ìåòî äè çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè ñúñ ñåäëîâà òî÷ê à ñà ïðåäëàã àíè îò ðàçëè÷-

íè àâòîðè (âæ. íàïð. [17 ] è öèòèðàíèòå ò àì çàã ëàâèÿ). Â ðàçã ëåæäàíèÿ ñëó÷àé

ìî æ åì äà ïî äõ î äèì ïî äâà íà ÷èíà. Åäèíèÿò å äà åëèìèíèðàìå íåèçâåñòíèòå

íà íàëÿã àíåòî è äà ïîëó÷èì ñèñòåìà çà íåèçâåñòíèòå ñê îðîñòè uh , (âæ. íàïð.

[39]). Ìî æ åì ñúùî ò àê à äà åëèìèíèðàìå íåèçâåñòíèòå ñê îðîñòè è äà ïîëó÷èì

ñèñòåìà çà íàëÿã àíåòî ñúñ ñèìåòðè÷íàò à ïîëî æèòåëíî ïîëó îïðåäåëåíà ìàòðèöà

(3.2.8) A = B T
1 M � 1B1 + B T

2 M � 1B2:

Ïîíåæ å çà ñëó÷àÿ íà äèñêðåòèçàöèÿ ñ êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-Ð àâèàð ìàòðè-

öàò à íà ìàñàò à å äèàãîíàëíà, òîâà èçêëþ÷âàíå ëåñíî ìî æ å äà áúäå èçâúðøåíî

òî÷íî. Â äèñåðò àöèÿò à ðàçã ëåæäàìå òîçè âòîðè âàðèàíò , ê àòî öåëò à íà òåêóùà-

ò à ã ëàâà å äà ïðåäñò àâè åôåêòèâåí ìíîãîíèâîâ ìåòî ä çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè ñ

ìàòðèöàò à A .

Çàáåëåæê à 3.2.1 Ïîð àäè âèäà, â êîéòî òúðñèì íåèçâåñòíîòî íàëÿãàíå � êà-

òî íà ÷àñòè êîíñòàíòíà ôóíêöèÿ � êî ìïîíåíòèòå íà âåêòîð à ph = f ph;k gn
k=1

ñå àñîöèèð àò ñ êð àéíèòå å ëå ìåíòè ek .

Ìàòðèöàò à (3.2.8) èìà ñëåäíèÿ âèä

(3.2.9) A = f aij gn
i;j =1 ; aij =

NX

k=1

(
b1;ki b1;kj

mkk
+

b2;ki b2;kj

mkk
);

ê àòî îò (3.1.7) ñëåäâà, ÷å íåíó ëåâà âðúçê à aij èìà ñàìî ìåæäó ñúñåäíè åëåìåí-

òè ei ; ej . Â îáùèÿ ñëó÷àé íà íà ÷àëíà òðèàíãó ëàöèÿ è ðàâíîìåðíî ðàôèíèðàíà

ìðåæ à, åëåìåíòèòå íà ìàòðèöàò à èìàò ñòîéíîñòè, ê îèòî çàâèñ ÿò îò úã ëèòå íà

òðèúãúëíèöèòå.
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Ôèãóðà 3.1: Íåíó ëåâèòå ê îìïîíåíòè â äîïúëíåíèåòî íà Øóð çà íàëÿã àíåòî,

àñîöèèðàíè ñ êðàéíèÿ åëåìåíò e1 , ñú îòâåòñòâàò íà âðúçêè ñúñ ñúñåäíèòå ìó

åëåìåíòè e1; e2; e3 ïîñðåäñòâîì îáùèòå èì êðàéíî-åëåìåíòíè âúçëè â ñðåäèòå

íà ñòðàíèòå íà e1

Ëåìà 3.2.1 Íåêà ìðåæàòà Th å ïî ëó÷åíà ÷ðåç ð àâíî ìåðíî ñãúñòÿâàíå íà äàäå-

íà íà÷àëíà òðèàíãóëàöèÿ. Çà íî ìåð àöèÿ íà êð àéíèòå å ëå ìåíòè ek ; k = 1; : : : ; 4

êàêòî íà Ôèãóð à 3.1, ðåäúò â ìàòðèöàòà A , îòãîâàðÿù íà êî ìïîíåíòà íà íà-

ëÿãàíåòî àñîöèèð àí ñ e1 , èìà ñ ëåäíèòå íåíóëåâè å ëå ìåíòè:

(3.2.10)

a12 = � 3
cot2 � 2 + 1

cot � 2 + cot � 3
;

a13 = � 3(cot � 2 + cot � 3);

a14 = � 3
cot2 � 3 + 1

cot � 2 + cot � 3
;

a11 = � (a12 + a13 + a14):

Ä î ê à ç à ò å ë ñ ò â î. Ð àçã ëåæäàìå êðàéíèÿ åëåìåíò e1 , íåãîâèòå ñúñåäè è

âúçëèòå â ñðåäèòå íà ñòðàíèòå ìó ñ íîìåðàöèÿ ê àòî âúâ Ôèãóðà 3.1. Îò (3.2.9)
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ñëåäâà, ÷å

a12 =
NX

k=1

(
b1;k1b1;k2

mkk
+

b2;k1b2;k2

mkk
)

=
NX

k=1

0

B
B
@

Z

e1

@�k
@x

Z

e2

@�k
@x

Z



� 2

k

+

Z

e1

@�k
@y

Z

e2

@�k
@y

Z



� 2

k

1

C
C
A

=

Z

e1

@�3
@x

Z

e2

@�3
@x

2
Z

e1

� 2
3

+

Z

e1

@�3
@y

Z

e2

@�3
@y

2
Z

e1

� 2
3

:

Êàòî èçïîëçâàìå ñâîéñòâîòî íà íà ÷àñòè ê îíñò àíòíàò à áàçèñíà ôóíêöèÿ � 3 :

@(� 3je2 )
@x

= �
@(� 3je1 )

@x
;

@(� 3je2 )
@y

= �
@(� 3je1 )

@y
;

ïîëó÷àâàìå

(3.2.11) a12 =
�

� Z

e1

@�3
@x

� 2

�
� Z

e1

@�3
@y

� 2

2
Z

e1

� 2
3

:

Ñúùî ò àê à äèðåêòíî ñå èçâåæäàò è ðàâåíñòâàò à:

(3.2.12)

a13 =
�

0

@

Z

e1

@�1
@x

1

A

2

�

0

@

Z

e1

@�1
@y

1

A

2

2
Z

e1

� 2
1

; a14 =
�

0

@

Z

e1

@�2
@x

1

A

2

�

0

@

Z

e1

@�2
@y

1

A

2

2
Z

e1

� 2
2

;

a11 =
3X

k=1

0

B
B
B
@

� Z

e1

@�k
@x

� 2

+
� Z

e1

@�k
@y

� 2

2
Z

e1

� 2
k

1

C
C
C
A

= � (a12 + a13 + a14):

Íåê à òî÷êèòå A; B; C ñà ñðåäèòå íà ñòðàíèòå íà íåèçðî äåíèÿ òðèúãúëåí êðà-

åí åëåìåíò e, à � 1; � 2; � 3 ñà ñú îòâåòíèòå èì áàçèñíè ôóíêöèè íà Êðîçå-Ð àâèàð.

Òðèúãúëíèêú ò ABC , âæ. Ôèãóðà 3.2, å ïî äîáåí íà e ñ ê îåôèöèåíò íà ïî äîáèå
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Ôèãóðà 3.2: Ïðè ñâúðçâàíå íà ñðåäèòå íà ñòðàíèòå íà êðàåí åëåìåíò e, ñå ïî-

ëó÷àâà ïî äîáåí íà íåãî òðèúãúëíèê. Áàçèñíèòå ôóíêöèè íà Êðîçå-Ð àâèàð àñî-

öèèðàíè ñ e çàâèñ ÿò îò úã ëèòå � 1 , � 2 , � 3

2. Èçïîëçâàìå îçíà ÷åíèÿò à r = jOAj , s = jOBj , q = jOCj . Ñëåäíèòå ðàâåíñòâà

ñå ïðîâåð ÿâàò äèðåêòíî:

(3.2.13) cot � 2 =
s
r

; cot � 3 =
q
r

;

cot � 1 = cot( � � (� 2 + � 3)) = �
cot � 2 cot � 3 � 1
cot � 2 + cot � 3

=
r 2 � sq
r (s + q)

:

Ò îã àâà, çà áàçèñíèòå ôóíêöèè è òåõíèòå ïðîèçâî äíè ñà â ñèëà ðàâåíñòâàò à:

(3.2.14)

� 1 = �
x
r

;
@�1
@x

= �
1
r

;
@�1
@y

= 0;

� 2 =
qx + r (q � y)

r (s + q)
;

@�2
@x

=
q

r (s + q)
;

@�2
@y

= �
1

s + q
;

� 3 =
sx + r (s + y)

r (s + q)
;

@�3
@x

=
s

r (s + q)
;

@�3
@y

=
1

s + q
:

Çà ëèöåòî íà êðàéíèÿ åëåìåíò ïîëó÷àâàìå ïðåäñò àâÿíåòî

(3.2.15) jej =
Z

e
1 = 4

r (s + q)
2

= 2r (s + q);
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à çà k = 1; 2; 3 å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

(3.2.16)

Z

e
� 2

k =
2
3

r (s + q):

Èçðàçèòå (3.2.10) ñå èçâåæäàò ñëåä çàìåñòâàíå íà (3.2.14), (3.2.15) è (3.2.16)

â (3.2.11) è (3.2.12) è ïîðåäèöà îò åêâèâàëåíòíè ïðåîáðàçóâàíèÿ. Çà a12 ïîëó-

÷àâàìå

a12 =
�

0

@

Z

e1

@�3
@x

1

A

2

�

0

@

Z

e1

@�3
@y

1

A

2

2
Z

e1

� 2
3

= �
3r 2(s + q)2

r (s + q)

�
s2

r 2(s + q)2
+

1
(s + q)2

�

= �
3

r (s + q)

�
s2 + r 2

�
= � 3

�
s2

r (s + q)
+

r
(s + q)

�
:

Îê îí÷àòåëíèÿò âèä íà a12 ñå ïîëó÷àâà ê àòî èçïîëçâàìå (3.2.13) è ôàêò à, ÷å

r
s + q

=
1

cot � 2 + cot � 3
. Àíàëîãè÷íè ðàçñúæäåíèÿ ñå èçïîëçâàò è çà a13 è a14 .

Â èçëî æ åíèåòî ìàòðèöè ñúñ ñòðóêòóðà îò îïèñàíèÿ ïî-ãîðå âèä ùå íàðè÷àìå

ãðàô-ëàïëàñèàíè ñ òåã ëà (âæ. íàïð. [65]).

Çàáåëåæê à 3.2.2 Â òåîðèÿ íà ãð àôèòå, ãð àô-ëàïëàñèàíúò e ìàòðèöà, êîÿòî

ñúäúðæà èíôîð ìàöèÿòà çà âúðõîâåòå è ðåáð àòà ìó. Íåêà G å äàäåí ãð àô ñ n

âúðõà � i ; i = 1; : : : ; n. Ãð àô-ëàïëàñèàí çà ãð àô à G íàðè÷àìå ìàòðèöàòà L =

f ` ij gn
i;j =1 , êúäåòî:

` ij =

8
>><

>>:

deg(� i ); i = j;

� 1; i 6= j è âúðõîâåòå ñ íî ìåð à i è j ñ à ñâúðçàíè ñ ðåáðî,

0; â ïðîòèâåí ñ ëó÷àé :

Â ñëåäâàùèòå ðàçäåëè ðàçã ëåæäàìå ñëó÷àÿ íà âëî æ åíè ìðåæè îò ðàâíîáåä-

ðåíè ïðàâîúãúëíè òðèúãúëíèöè, ê àòî âñ ÿê à ïî-ôèíà ìðåæ à å ïîëó÷åíà ÷ðåç

ðàâíîìåðíî ñãúñò ÿâàíå íà ïðåäõ î äíàò à. Îò Ëåìà 3.2.1 ñëåäâà, ÷å çà âñ ÿê à ò àê à-

âà òðèàíãó ëàöèÿ, A ñú îòâåòñòâà íà Ò-îáðàçíèÿ ÷åòèðèòî÷ê îâ øàáëîí îò Ôèãóðà

3.3, ò .å., âðúçêèòå íà åëåìåíò e ñ íåãîâè ñúñåäè ñ îáù ê àòåò èìàò ñòîéíîñò � 1,

à âðúçê à ñ åëåìåíò ñ îáùà õèïîòåíóçà èìà ñòîéíîñò � 2.
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Ôèãóðà 3.3: ×åòèðèòî÷ê îâ øàáëîí íà äîïúëíåíèåòî íà Øóð çà íàëÿã àíåòî �

ðàâíîáåäðåíè ïðàâîúãúëíè òðèúãúëíèöè

-1

-1

-2

4

3.3 Éåðàð õè÷íî ðàçäåëÿíå, îöåíê à íà ê îíñò àíò à-

ò à â ó ñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ

Êàêòî çíàåì, îñíîâåí ãðàäèâåí åëåìåíò â ê îíñòðóèðàíåòî íà åôåêòèâíè AMLI

ìåòî äè å äåôèíèðàíåòî íà ïî äõ î äÿùî éåðàð õè÷íî ðàçäåëÿíå íà êðàéíî-

åëåìåíòíîòî ïðîñòðàíñòâî. Ïðåäëî æ åíèÿò ïî-äîëó ïî äõ î ä çà éåðàð õè÷íî ðàçäå-

ëÿíå íà ãðàô-ëàïëàñèàíè ñ òåã ëà ñå áàçèðà íà èäåè, ïúðâîíà ÷àëíî ïðåäñò àâåíè

â [65].

Íåê à Tk� 1 � T k ñà äâå ïîñëåäîâàòåëíè òðèàíãó ëàöèè íà îáëàñòò à 
 , ïîëó÷åíè

÷ðåç ðàâíîìåðíî ñãúñò ÿâàíå íà íà ÷àëíà ìðåæ à îò ðàâíîáåäðåíè ïðàâîúãúëíè

òðèúãúëíèöè. Ãðàô-ëàïëàñèàíú ò ñ òåã ëà A ïðåäñò àâÿìå âúâ âèäà

A(k) =
X

" 2E

A(k)
" ;

ê àòî ñóìà (â ñìèñúë íà àñåìáëèðàíå) îò ëîê àëíè ìàêðîåëåìåíòíè ìàòðèöè.

Òóê A(k)
" äåôèíèðàìå ïî ñïåöèàëåí íà ÷èí, ê îåòî å è ïúðâàò à âàæíà ñòúïê à â

ïðåäëî æ åíàò à éåðàð õè÷íà ê îíñòðóêöèÿ. Ìàòðèöèòå A(k)
" àñîöèèðàìå ñ ìíî æ åñ-

òâîòî íà ñòðàíèòå " 2 E íà òðèúãúëíèöèòå îò ïî-ãðóáàò à ìðåæ à. Ñëåäâàéêè

íîìåðàöèÿò à îò Ôèãóðà 3.4, âúâåæäàìå ëîê àëíà ìàêðîåëåìåíòíà ìàòðèöà A(k)
" ,
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Ôèãóðà 3.4: Ìàêðîåëåìåíò îò äâà òðèúãúëíèê à ñ îáùà õèïîòåíóçà

ñú îòâåòñòâàùà íà õèïîòåíóçà, ïî ñëåäíèÿ íà ÷èí

(3.3.17) A(k)
" = A(k)

" ;H =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

t + 1 � 2t t � 1
2

t � 1
2

� 2t 2t

t � 1
2

5� t
2 � 2

t � 1
2

5� t
2 � 2

t + 1 � 2t t � 1
2

t � 1
2

� 2t 2t

� 2 t � 1
2

5� t
2

� 2 t � 1
2

5� t
2

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

:
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Ëîê àëíèòå ìàòðèöè, ñú îòâåòñòâàùè íà ê àòåò , ðàçã ëåæäàìå âúâ âèäà

(3.3.18) A(k)
" = A(k)

" ;C =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

3� t
2 t � 1 t � 1

2 � t

t � 1 2� t � 1

t � 1
2

3� t
2 � 1

� t t

3� t
2 t � 1 � t t � 1

2

� 1 t � 1 2� t

� t t

� 1 t � 1
2

3� t
2

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

:

Îñíîâíà èäåÿ â ò àçè ê îíñòðóêöèÿ å ê îìïîíåíòèòå íà ã ëîáàëíàò à ìàòðèöà A ,

ñú îòâåòñòâàùè íà äàäåí åëåìåíò e 2 Tk , äà áúäàò "ðàçïðåäåëåíè"ìåæäó òðè

ëîê àëíè ìàòðèöè, ñú îòâåòñòâàùè íà òðèòå ñòðàíè íà åëåìåíò à E 2 Tk� 1 îò ãðó-

áàò à ìðåæ à, çà ê îéòî e � E . Ò îâà ðàçïðåäåëåíèå ñò àâà ïîñðåäñòâîì òåã ëîâèÿ

ïàðàìåòúð t 2 (0; 1) â (3.3.17) è (3.3.18). ßäðîòî ker(A(k)
" ) ñúäúð æ à ê îíñò àí-

òíèòå âåêòîðè, à ñëåä àñåìáëèðàíå íà A(k)
" ; " 2 E; ã ëîáàëíàò à ìàòðèöà A ñå

âúçñò àíîâÿâà òî÷íî.

Âòîðèÿò âàæ åí ìîìåíò â ê îíñòðóèðàíåòî íà ïðåîáó ñëîâèòåëÿ, å äà ñå âúâåäå

ëîê àëíà òðàíñôîðìàöèîííà ìàòðèöà J (k)
" . Äåôèíèðàìå ÿ ïî ñëåäíèÿ íà ÷èí

(3.3.19) J (k)
" =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

1 s q q

1 q s q

1 q q s

1 s q q

1 q s q

1 q q s

r r r r

r r r r

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

;
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êúäåòî ïàðàìåòðèòå s è q ùå áúäàò óòî÷íåíè ïî-êúñíî, à r å ñê àëèðàù ïàðàìå-

òúð. Â éåðàð õè÷åí áàçèñ ëîê àëíèòå ìàòðèöè èìàò ñëåäíèÿ âèä

(3.3.20)

eA(k)
" = J (k)

" A(k)
" J (k)

"
T

=

"
eA(k)

" :11
eA(k)

" :12

eA(k)
" :21

eA(k)
" :22

#

;

êúäåòî áëîêú ò

eA(k)
" :22 å ñ ðàçìåðíîñò 2� 2. Ã ëîáàëíàò à éåðàð õè÷íà ìàòðèöà

eA(k) =
X

" 2E

eA(k)
" ïðèåìà áëî÷íîòî äâå-íà-äâå ðàçäåëÿíå

(3.3.21)

eA(k) =

"
eA(k)

11
eA(k)

12

eA(k)
21

eA(k)
22

#

:

Ëåìà 3.3.1 Çà éåð àðõè÷íèÿ á àçèñ, äå ôèíèð àí ÷ðåç òð àíñ ôîð ìàöèÿòà (3.3.19),

å èçïú ëíåíî ð àâåíñòâîòî

eA(k)
22 = A(k� 1)

òîãàâà è ñ àìî òîãàâà, êîãàòî r =

p
2

2
:

Ä î ê à ç à ò å ë ñ ò â î. Îò (3.3.19) è (3.3.20) ñå èçâåæäàò ñëåäíèòå ðàâåíñòâà çà

ê îìïîíåíòèòå (i; j ) íà

eA(k)
" :22 :

eA(k)
" :22(1; 1) = r 2

4X

i;j =1

A(k)
" (i; j )

eA(k)
" :22(1; 2) = r 2

4X

i =1

8X

j =5

A(k)
" (i; j )

eA(k)
" :22(2; 2) = r 2

8X

i;j =5

A(k)
" (i; j )

eA(k)
" :22(2; 1) = r 2

8X

i =5

4X

j =1

A(k)
" (i; j ):

Çà ñëó÷àèòå (3.3.17), (3.3.18) ïîëó÷àâàìå ñú îòâåòíî

(3.3.22)

eA(k)
" :22 = eA(k)

" ;H :22 = r 2

"
4 � 4

� 4 4

#

;

eA(k)
" :22 = eA(k)

" ;C:22 = r 2

"
2 � 2

� 2 2

#

:
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Ïðè r =
p

2
2 â

eA(k)
" ;H :22 è

eA(k)
" ;C:22 ñå ñúäúð æ àò ïðèíîñèòå êúì ãðàô-ëàïëàñèàíà îò

ïî-ãðóáàò à ìðåæ à, ñú îòâåòñòâàùè íà âðúçêè ìåæäó åëåìåíòè ñ îáùà õèïîòåíóçà

èëè ê àòåò , âæ. ÷åòèðèòî÷ê îâèÿ øàáëîí îò Ôèãóðà (3.3).

Ëåìà 3.3.1 ïîê àçâà, ÷å âúâ âòîðèÿ äèàãîíàëåí áëîê íà ïðåäëî æ åíîòî éåðàð-

õè÷íîòî ðàçäåëÿíå ñå âúçñò àíîâÿâà ãðàô-ëàïëàñèàíú ò íà ãðóáàò à ìðåæ à, ê îåòî

ïîçâîëÿâà ðåêóðñèâíî ìíîãîíèâîâî îáîáùåíèå çà ïîñëåäîâàòåëíîñò îò âëî æ åíè

òðèàíãó ëàöèè.

Êàêòî ñå âèæäà îò (3.3.22), ker( eA(k)
" :22) ñå ñúñòîè îò ê îíñò àíòíèòå âåêòîðè. Îò

Ëåìà 1.3.3 ñëåäâà, ÷å ëîê àëíèòå ê îíñò àíòè 
 " íà ÊÁØ çà ðàçäåëÿíåòî (3.3.20)

ìî æ åì äà ïðåñìåòíåì ê àòî

(
 " )2 = 1 � �;

êúäåòî � å ñîáñòâåíàò à ñòîéíîñò (ê î ÿòî å åäèíñòâåíà çà ðàçã ëåæäàíèòå ìàòðèöè)

íà çàäà ÷àò à çà ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè

eS(k)
" v = � eA(k)

" :22v; v 6= const;

êúäåòî

eS(k)
" = eA(k)

" :22 � eA(k)
" :21( eA(k)

" :11)
� 1 eA(k)

" :12 å äîïúëíåíèåòî íà Øóð.

Âàðèðàéêè ïàðàìåòðèòå (s; q; t) ïîëó÷àâàìå ñåìåéñòâî éåðàð õè÷íè ðàçäåëÿ-

íèÿ. Ïî àíàëîãèÿ ñ àíàëèçà â [65], ïúðâî ðàçã ëåæäàìå ê îìáèíàöèÿò à s = 1 ,

q = � 0:5, t = 0:5. Êàòî èçïîëçâàìå Ëåìà 1.3.4 â òîçè ñëó÷àé ïîëó÷àâàìå îöåí-

ê àò à

(3.3.23) 
 2 � maxf 
 e;H ; 
 e;Cg = 0:73

çà ê îíñò àíò àò à â ó ñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ çà ðàçäåëÿíåòî (3.3.21).

Êàòî ñëåäâàùà ñòúïê à ìî äèôèöèðàìå ïàðàìåòðèòå íà éåðàð õè÷íàò à òðàíñ-

ôîðìàöèÿ ñ öåë ïî äîáð ÿâàíå íà îöåíê àò à çà ëîê àëíèòå ê îíñò àíòè â ó ñèëåíîòî

íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ. Âàðèðàìå ñòîéíîñòèòå íà q è t çà s = 1 . Íàïðàâåíèÿò

àíàëèç ïîê àçâà, ÷å çà q = � 0:1 è t = 0:75 ñå äîñòèã à ëîê àëåí ìèíèìóì è

(3.3.24) 
 2 � maxf 
 e;H ; 
 e;Cg = 0:58:
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Äâóíèâîâîòî ðàçäåëÿíå ìî æ å äèðåêòíî äà ñå îáîáùè â AMLI ìåòî ä çà ïîñ-

ëåäîâàòåëíîñò îò âëî æ åíè ìðåæè T0 � T 1 � ::: � T ` . Êîíñòðóèðàíåòî íà éå-

ðàð õè÷íèÿ áàçèñ è âñè÷êè ñâúðçàíè ñ íåãî ìàòðèöè íå çàâèñ ÿò îò òåêóùîòî

íèâî íà ðàôèíèðàíå, åòî çàùî îöåíêèòå (3.3.23) è (3.3.24) ñà â ñèëà çà âñ ÿê î

k = 1; : : : ; ` . È â äâàò à ðàçã ëåäàíè ñëó÷àÿ íà èçáîð íà ïàðàìåòðèòå íà ðàçäå-

ëÿíåòî (s; q) , äîñò àòú ÷íîòî ó ñëîâèå çà îïòèìàëíîñò (1.3.78) íà AMLI ìåòî äà å

èçïúëíåíî çà ñò àáèëèçàöèÿ ñ ïîëèíîì îò âòîðà ñòåïåí.

3.4 Ïðåîáó ñëîâèòåë çà âî äåùèÿ äèàãîíàëåí áëîê

Â òîçè ðàçäåë å ïðåäëî æ åí è èçñëåäâàí ïðåîáó ñëîâèòåë çà âî äåùèÿ äèàãîíàëåí

áëîê â äåôèíèðàíîòî éåðàð õè÷íî ðàçäåëÿíå íà ãðàô-ëàïëàñèàíè. Êîíñòðóêöè-

ÿò à èçïîëçâà ïîëèíîìèàëíà àïðîê ñèìàöèÿ íà îáðàòíà ìàòðèöà.

Íåê à ðàçã ëåäàìå ñèìåòðè÷íàò à ïîëî æèòåëíî îïðåäåëåíà ìàòðèöà H ñ ðàç-

ìåðíîñò n � n . Ìíî æ åñòâîòî îò äâîéêèòå �è ñîáñòâåíî ÷èñëî - ñîáñòâåí âåêòîð

îçíà ÷àâàìå ñ f � i ; bv i gn
i =1 ; 0 < � 1 � � � � � � n . Öåëò à å äà ïîñòðîèì ïîëèíîìèàëíà

àïðîê ñèìàöèÿ (ïðåîáó ñëîâèòåë) C � 1
íà H � 1

(ò .å. ïðåîáó ñëîâèòåë C íà H ), ò àê à

÷å C � 1 = P� (H ) , êúäåòî P� 2 P � å ïîëèíîì îò ñòåïåí � , à îòíîñèòåëíîòî ÷èñëî

íà îáó ñëîâåíîñò � (C � 1H ) äà å áëèçî äî åäèíèöà.

Ò åîðåìà 3.4.1 Íåêà P� (x) 2 P � è íåð àâåíñòâàòà 0 < m � P� (x)x � m ñ à â

ñèëà çà âñÿêî x â äàäåí èíòåðâàë S , çà êîéòî [� 1; � n ] � S . Ò îãàâà

mvT v � vT P� (H )H v � mvT v; 8v 2 Rn :

Ä î ê à ç à ò å ë ñ ò â î. Çà âñåêè ñîáñòâåí âåêòîð
bv i ; i = 1; : : : ; n è öÿëî ÷èñëî m å

èçïúëíåíî H m bv i = � m
i bv i è ñëåäîâàòåëíî

P� (H )bv i = P� (� i )bv i :
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Íåê à v =
nX

i =1

� i bv i å ïðîèçâîëåí âåêòîð â Rn
. Ò îã àâà

vT P� (H )H v = vT P� (H )H
nX

i =1

� i bv i

= vT
nX

i =1

� i P� (H )H bv i

= vT
nX

i =1

� i P� (� i )� i bv i

� vT m
nX

i =1

� i bv i = mvT v:

Ëÿâîòî íåðàâåíñòâî ñëåäâà ïî àíàëîãè÷åí íà ÷èí.

Öåëò à å äà ïîëó÷èì ìàòðèöà, ê î ÿòî å áëèçê à äî îáðàòíàò à íà H , P� (H )H � I ,

ò .å. P� (x)x � 1 çà âñ ÿê î x 2 S . Íåê à ïðåäïîëî æèì, ÷å jP� (x) � 1=xj < � çà âñ ÿê î

x 2 S � (0; + 1 ) . Ò îã àâà

1 � �x < P � (x)x < 1 + �x; 8x 2 S:

Àê î å èçâåñòíà îöåíê à çà ñïåêòúðà íà H , ò àê à ÷å � min � � i � � max ; i = 1; : : : ; n,

ìî æ åì äà èçáåðåì S = [ � min ; � max ] è äà ïîëó÷èì

(3.4.25) 1 � �� max < P � (x)x < 1 + �� max :

Â îáùèÿ ñëó÷àé, àê î � å äîñò àòú ÷íî ìàëê î, èëè åêâèâàëåíòíî, àê î ñòåïåíò à �

íà ïîëèíîìà å äîñò àòú ÷íî ãîëÿìà, òî P� (x)x > 0 çà âñ ÿê î x 2 S , P� (H )H å

ñèìåòðè÷íà è ïîëî æèòåëíî îïðåäåëåíà è

� (P� (H )H ) <
1 + �� max

1 � �� max
:

Ïî äõ î äú ò , ê îéòî ðàçã ëåæäàìå â äèñåðò àöèÿò à, å äà èçáåðåì P� (x) äà áúäå

ïîëèíîìà íà íàé-äîáðî ïðèáëèæ åíèå íà x � 1
â L1 íîðìà â êðàéíèÿ èíòåðâàë

[� min ; � max ], ò .å.










1
x

� P�










1 ;[� min ;� max ]

= min
P 2P �










1
x

� P










1 ;[� min ;� max ]

= E(� ):



Ï. Áî ÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòî äè çà íåê îíôîðìíè êðàéíè åëåìåíòè 95

Èçâåñòíî å (âæ. íàïð. [72], [62]), ÷å çà � � 1

P� (x) =
1
x

�
1 +

2(� � )� �

(� � � � 1)2
R� +1 (2�x � a)

�
;

êúäåòî

� =
1

� max � � min
; a =

� max + � min

� max � � min
; � = a +

p
a2 � 1;

R� +1 (x) = �T � +1 (x) + 2 T� (x) + � � 1T� � 1(x);

è T� (x) 2 P � å ïîëèíîìà íà ×åáèøåâ îò ñòåïåí � . Ãðåøê àò à íà íàé-äîáðîòî

ïîëèíîìèàëíî ïðèáëèæ åíèå E(� ) å

E(� ) =
8�� � �

(� � � � 1)2
:

Çà ïîëèíîìà P� (x) ñúùåñòâóâà òðè÷ëåííà ðåêóðåíòíà ôîðìó ëà (âæ. [62]),

ê î ÿòî ïîçâîëÿâà èçïîëçâàíåòî íà ñëåäíèÿ àëãîðèòúì çà ïðåñìÿò àíåòî íà P� (H ) :

P0(H ) =
� (1 + � )
(1 � � )2

I; P 1(H ) = �
�

�
1 � �

� 2

A +
2�

(1 � � )2
I;

Pk+1 (H ) = [(1 + � )I � �A ]Pk(H ) � �P k� 1(H ) + �I;

êúäåòî

� =
4

(
p

� max +
p

� min )2
; � =

� p
� max �

p
� minp

� max +
p

� min

� 2

:

Íåê à ñåã à ðàçã ëåäàìå âî äåùèÿ äèàãîíàëåí áëîê

eA(k)
11 =

X

" 2E

eA(k)
" :11 . Ëîê àëíèòå

ìàòðèöè

eA(k)
" :11 ñà ñèìåòðè÷íè è ïîëî æèòåëíî îïðåäåëåíè. Åòî çàùî

eA(k)
11 ñúùî å

ñèìåòðè÷íà. Èçâåñòíî å, ÷å íåîá õ î äèìî è äîñò àòú ÷íî ó ñëîâèå åäíà ñèìåòðè÷íà

ìàòðèöà äà å ïîëî æèòåëíî îïðåäåëåíà, å ñîáñòâåíèòå �è ñòîéíîñòè äà ñà ïîëî æè-

òåëíè. Ð àçã ëåæäàìå çàäà ÷àò à çà íàìèðàíå íà ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè

eA(k)
11 v = � v .

Ò îã àâà

� vT v = vT eA(k)
11 v =

X

" 2E

vT
"

eA(k)
" :11v " �

X

" 2E

max� ( eA(k)
" :11)v

T
" v " :

Ñëåäîâàòåëíî

(3.4.26) � < C E max
" 2E

f max� ( eA(k)
" :11)g;
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êúäåòî CE å ìàê ñèìàëíèÿò áðîé åëåìåíòíè âåêòîðè v " , â ê îèòî ìî æ å äà ñå ñëó÷è

äà ó÷àñòâà åäíà è ñúùà ê îìïîíåíò à íà v . Ïî àíàëîãè÷åí íà ÷èí ñå äîê àçâà è

îöåíê à îò äîëó , ò .å.

(3.4.27) � > min
" 2E

f min � ( eA(k)
" :11)g:

Îò (3.4.26) è (3.4.27) ñëåäâà, ÷å

eA(k)
11 å ïîëî æèòåëíî îïðåäåëåíà è îïèñàíà-

ò à ïî-ãîðå òåõíèê à çà ïîëèíîìèàëíà àïðîê ñèìàöèÿ íà îáðàòíàò à �è ìàòðèöà å

äèðåêòíî ïðèëî æèìà.

Äà ðàçã ëåäàìå P� ( eA(k)
11 ) , êúäåòî P� (x) å ïîëèíîì íà íàé-äîáðî ïðèáëèæ åíèå

íà x � 1
â L1 íîðìà âúð õó èíòåðâàëà S = [ � min ; � max ], ñúäúð æ àù âñè÷êè ñîá-

ñòâåíè ñòîéíîñòè íà

eA(k)
11 . Íåðàâåíñòâàò à (3.4.26) è (3.4.27) íå çàâèñ ÿò îò ðàç-

ìåðíîñòò à íà çàäà ÷àò à, åòî çàùî å äîñò àòú ÷íî äà íàìåðèì îöåíêè � min è � max

çà ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè íà âî äåùèÿ äèàãîíàëåí áëîê çà ñðàâíèòåëíî ãðóáà

ìðåæ à è äà èçïîëçâàìå åäèí è ñúù èíòåðâàë S , à îò ò àì è åäèí è ñúù ïîëèíîì

P� (x) , çà âñ ÿê î k = 1; : : : ; ` . Ïðåäñò àâåíèòå â îñò àíàëàò à ÷àñò îò ò àçè ã ëàâà ðå-

çó ëò àòè ñà çà S = [1:3; 10:55]. Íà Ôèãóðà 3.5 ñå âèæäà ïîâåäåíèåòî íà ãðåøê àò à

P� (x) � 1=x çà ñòåïåí íà ïîëèíîìà � 2 f 2; 3; 4g. Âúâ âñè÷êè ñëó÷àè ñå íàáëþ-

äàâàò � + 2 òî÷êè íà àëòåðíàíñ, ê îåòî â ñúã ëàñèå ñ òåîðèÿ íà àïðîê ñèìàöèèòå

õ àðàêòåðèçèðà ïîëèíîìà íà íàé-äîáðî ïðèáëèæ åíèå â L1 íîðìà.

2 4 6 8 10

-0.075

-0.05

-0.025

0.025

0.05

0.075

Ôèãóðà 3.5: Ïîâåäåíèå íà ãðåøê àò à P� (x) � 1=x çà ñòåïåí íà ïîëèíîìà � 2

f 2; 3; 4g

Îò èçáîðà íà ïîëèíîìà P� (x) , íåðàâåíñòâàò à (3.4.25) è Ò åîðåìà 3.4.1 ñëåäâà

1 � E(� )� max � P� ( eA(k)
11 ) eA(k)

11 � 1 + E(� )� max :
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Ò îã àâà, ñëåäíèòå íåðàâåíñòâà ñà â ñèëà

vT eA(k)
11 v � (1 + E(� )� max )vT (P� ( eA(k)

11 )) � 1v �
(1 + E(� )� max )
(1 � E(� )� max )

vT eA(k)
11 v:

Íåê à èçáåðåì

(3.4.28) C(k)
11 = (1 + E(� )� max )(P� ( eA(k)

11 )) � 1

çà ïðåîáó ñëîâèòåë íà âî äåùèÿ äèàãîíàëåí áëîê

eA(k)
11 . Â òîçè ñëó÷àé çà ê îíñò àí-

ò àò à � â (1.3.79) ïîëó÷àâàìå

(3.4.29) � = (1 + E(� )� max )=(1 � E(� )� max ) � 1:

3.5 ×èñëåíè åê ñïåðèìåíòè

Öåëò à íà ïðåäñò àâåíèòå â ò àçè ã ëàâà åê ñïåðèìåíòè å äà áúäàò èçñëåäâàíè ñâîéñ-

òâàò à íà ïðåäëî æ åíèòå òåõíèêè çà ïðåîáó ñëàâÿíå íà ãðàô-ëàïëàñèàíè ñ òåã ëà.

Èçñëåäâàìå ïîâåäåíèåòî íà ìåòî äà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñëàâÿíå çà

çàäà ÷àò à

Ax = b;

êúäåòî ãðàô-ëàïëàñèàíú ò A å ïîëó÷åí çà äèñêðåòèçàöèÿ â åäèíè÷íèÿ êâàäðàò


 = (0 ; 1)� (0; 1) ïîñðåäñòâîì ðàâíîìåðíà ìðåæ à îò ïðàâîúãúëíè òðèúãúëíèöè ñ

õ àðàêòåðåí ðàçìåð h . Ïî ãðàíèöàò à íà îáëàñòò à ñà íàëî æ åíè õ îìîãåííè ó ñëîâèÿ

íà Äèðèõëå. Äàííèòå, ïðåäñò àâåíè â ò àáëèöèòå ïî-äîëó , ñà çà áðîé èòåðàöèè,

íåîá õ î äèìè çà äîñòèã àíå íà îòíîñèòåëíà ãðåøê à jj r (n) jj=jj r (0) jj � � , êúäåòî r (n) å

n -òèÿò ðåçèäó àë, âæ. (1.2.43) â Àëãîðèòúì 1.2.2. Ð àçã ëåæäàìå íó ëåâà äÿñíà ÷àñò

b è ñëó÷àéíî íà ÷àëíî ïðèáëèæ åíèå â èòåðàöèîííèÿ ïðîöåñ. Ð åøåíèå òúðñèì

çà íÿê îëê î ñëó÷àÿ íà ðàçìåðíîñò n` íà íàé-ôèíàò à ìðåæ à T` , ïîëó÷åíà ÷ðåç

` = 1; : : : ; 5 íà áðîé ðàâíîìåðíè ñãúñò ÿâàíèÿ íà íà ÷àëíà òðèàíãó ëàöèÿ T0 ñ

õ àðàêòåðåí ðàçìåð h0 = 1=16, ê îåòî îòãîâàð ÿ íà n0 = 512 íåèçâåñòíè. Áðî ÿò

ñòåïåíè íà ñâîáî äà ìî æ å äà ñå ïðåñìåòíå ïî ôîðìó ëàò à n` = 4 ` � 1 � 2048, ê àòî

íàé-ãîëÿìàò à ðàçã ëåæäàíà ðàçìåðíîñò å n5 = 524288.
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Áðîé èòåðàöèè

(s; q) � ` = 1 ` = 2 ` = 3 ` = 4 ` = 5

(1; � 0:5)

10� 3
4 4 4 4 4

10� 6
7 8 8 8 8

10� 9
11 12 12 12 12

(1; � 0:1)
10� 3

4 4 4 3 3

10� 6
7 7 7 7 7

10� 9
10 10 10 10 10

Ò àáëèöà 3.1: Äâóíèâîâ ìåòî ä: áðîé èòåðàöèè ñ ìåòî äà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò

ñ ïðåîáó ñëàâÿíå

3.5.1 Èçñëåäâàíå ñâîéñòâàò à íà éåðàð õè÷íèÿ áàçèñ

Êàòî ïúðâà ñòúïê à èçñëåäâàìå ñâîéñòâàò à íà ïðåäëî æ åíîòî â Ð àçäåë 3.3 éå-

ðàð õè÷íî ðàçäåëÿíå íà ãðàô-ëàïëàñèàí ñ òåã ëà è ïîâåäåíèåòî íà ñú îòâåòíèÿ

ìíîãîíèâîâ ìåòî ä.

Êîíñòðóèðàíèÿò AMLI ïðåîáó ñëîâèòåë å ðåêóðñèâíî îáîáùåíèå íà äâóíèâîâ

ìåòî ä çà äâóíèâîâî ðàçäåëÿíå, ê îåòî èìà åäíàêâè ñâîéñòâà íà âñ ÿê î íèâî. Åòî

çàùî íàé-íàïðåä ðàçã ëåæäàìå ïîâåäåíèåòî íà äâóíèâîâ ìó ëòèïëèê àòèâåí ïðå-

îáó ñëîâèòåë îñíîâàí íà áëî÷íîòî ïðåäñò àâÿíå (3.3.21). Ð àçã ëåæäàìå äâà ñëó÷àÿ

íà ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå íà éåðàð õè÷íîòî ðàçäåëÿíå, (s = 1; q = � 0:5) è

(s = 1; q = � 0:1). Êàêòî ñå âèæäà îò Ò àáëèöà 3.1, è çà äâåòå ïàðàìåòðè÷íè

ê îìáèíàöèè áðî ÿò íà èòåðàöèèòå â ìåòî äà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñ-

ëàâÿíå íå çàâèñè îò ðàçìåðíîñòò à íà çàäà ÷àò à, à ñàìî îò æ åëàíàò à îòíîñèòåëíà

ãðåøê à � , ê àòî çàâèñèìîñòò à å ïðîïîðöèîíàëíà íà ln(1=�) . Ò åçè ðåçó ëò àòè ñà â

ñú îòâåòñòâèå ñ Ò åîðåìà 1.2.2.

Êàòî ñëåäâàùà ñòúïê à ðàçã ëåæäàìå AMLI ïðåîáó ñëîâèòåë ñúñ ñò àáèëèçè-

ðàù ïîëèíîì îò âòîðà ñòåïåí. Çà ñëó÷àÿ � = 2 , ê îåôèöèåíòèòå íà ïîëèíîìà

ìî æ åì äà ïðåñìåòíåì ÷ðåç ôîðìó ëèòå (1.3.80), â ê îèòî ó÷àñòâàò îöåíê à 
 est íà

ê îíñò àíò àò à 
 â ó ñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ, 
 � 
 est , è ê îíñò àíò àò à � îò
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Áðîé èòåðàöèè

(s; q); 
 2
est � ` = 1 ` = 2 ` = 3 ` = 4 ` = 5

(1; � 0:5); 0:73

10� 3
4 8 8 9 8

10� 6
7 16 18 19 18

10� 9
11 25 28 29 28

(1; � 0:1); 0:58

10� 3
4 4 4 4 4

10� 6
7 8 8 8 8

10� 9
10 11 12 11 11

Ò àáëèöà 3.2: W-öèêúë, òî÷íî ðåøàâàíå íà ñèñòåìèòå ñ âî äåùèÿ äèàãîíàëåí

áëîê: áðîé èòåðàöèè ñ ìåòî äà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñëàâÿíå

íåðàâåíñòâàò à (1.3.79).

Çà åê ñïåðèìåíòèòå îáîáùåíè â Ò àáëèöà 3.2 èçïîëçâàìå âú òðåøíè èòåðàöèè

çà äà ïîëó÷èì ðåøåíèå ñ ãîëÿìà òî÷íîñò , ê îåòî äà íè ïîçâîëè äà ïðèåìàì, ÷å

� = 0 . È çà äâàò à ñëó÷àÿ íà ïàðàìåòðè íà ðàçäåëÿíåòî áðî ÿò èòåðàöèè ñå ñò à-

áèëèçèðà, ê àòî çà ê îìáèíàöèÿò à ñ ïî-äîáðà îöåíê à íà ê îíñò àíò àò à â ó ñèëåíîòî

íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ òîâà ñò àâà ïî-ðàíî è ñê îðîñòò à íà ñ õ î äèìîñò å çíà ÷èòåëíî

ïî-äîáðà.

Ð àçã ëåæäàìå ñúùî ò àê à è AMLI ïðåîáó ñëîâèòåë, â ê îéòî âî äåùèòå áëîê îâå

ñà àïðîê ñèìèðàíè ñ òåõíè ñê àëèðàíè äèàãîíàëíè ÷àñòè

eD (k)
11 = � D diag( eA(k)

11 ) .

Ôàêòîðú ò � D å èçáðàí ò àê à, ÷å vT eA(k)
11 v � vT eD (k)

11 v; 8v , ê îåòî íè ïîçâîëÿâà äà

ïðåñìåòíåì � â (1.3.79) è äà èçïîëçâàìå ôîðìó ëèòå (1.3.80). Êàêòî âå÷å áåøå

îòáåëÿçàíî, � å ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî è íå çàâèñè îò ðàçìåðíîñòò à íà çàäà ÷àò à.

Ïðåñìÿò àìå ãî çà ñðàâíèòåëíî ãðóáà ìðåæ à è èçïîëçâàìå ïîëó÷åíàò à ñòîéíîñò

çà îïðåäåëÿíå íà ê îåôèöèåíòèòå íà ñò àáèëèçèðàùèÿ ïîëèíîì çà âñè÷êè íèâà. Â

ïðåäñò àâåíèòå åê ñïåðèìåíòè èçïîëçâàìå � = 4:67 çà (p = 1; q = � 0:5) è � = 6:2

çà (p = 1; q = � 0:1). Ð åçó ëò àòèòå çà ñú îòâåòíèòå AMLI ìåòî äè ñà ïîê àçàíè â

Ò àáëèöà 3.3. Îòíîñèòåëíîòî ÷èñëî íà îáó ñëîâåíîñò íà AMLI ïðåîáó ñëîâèòåëÿ

ñå óâåëè÷àâà, ê îã àòî ñèñòåìèòå ñ âî äåùèÿ äèàãîíàëåí áëîê íå ñå ðåøàâàò òî÷íî.
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Áðîé èòåðàöèè

(s; q); 
 2
est � ` = 1 ` = 2 ` = 3 ` = 4 ` = 5

(1; � 0:5); 0:73

10� 3
8 18 18 20 19

10� 6
16 38 45 47 47

10� 9
24 58 69 74 74

(1; � 0:1); 0:58

10� 3
9 9 9 9 9

10� 6
20 20 20 20 20

10� 9
30 30 30 30 30

Ò àáëèöà 3.3: W-öèêúë, äèàãîíàëíà àïðîê ñèìàöèÿ íà âî äåùèÿ äèàãîíàëåí áëîê:

áðîé èòåðàöèè ñ ìåòî äà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñëàâÿíå

Ò îâà å ïðè÷èíàò à çà ïî-ãîëåìèÿ áðîé èòåðàöèè â ìåòî äà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò

â Ò àáëèöà 3.3 ñïð ÿìî òåçè â Ò àáëèöà 3.2.

Àíàëèçú ò íà ÷èñëåíèòå åê ñïåðèìåíòè äàâàò îñíîâàíèå äà ñå ïðåäïîëî æè, ÷å

áèõìå ìîã ëè äà ïî äîáðèì ìåòî äà çà ñëó÷àÿ (p = 1; q = � 0:5), ê àòî èçïîëçâàìå

èíôîðìàöèÿ îò íàïðàâåíèòå òåñòîâå. Ïîâåäåíèåòî íà äâóíèâîâèÿ ïðåîáó ñëîâè-

òåë å äîáúð ïðàêòè÷åñêè èíäèê àòîð çà ñâîéñòâàò à íà äåôèíèðàíîòî éåðàð õè÷íî

ðàçäåëÿíå. Êàêòî ñå âèæäà îò Ò àáëèöà 3.1, ìåòî äú ò íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ

ïðåîáó ñëàâÿíå ñå äúð æè ïî ìíîãî ïî äîáåí íà ÷èí çà äâàò à ñëó÷àÿ íà ïàðàìåòðè

íà ðàçäåëÿíåòî, ê îåòî ïðåäïîëàã à, ÷å è ñú îòâåòíèòå ðàçäåëÿíèÿ èìàò áëèçêè

ñâîéñòâà. Îñâåí òîâà, àê î èçïîëçâàìå 
 2
est = 0:73 â (1.3.81), çà äà ïðåñìåòíåì

ïðèáëèæ åíà ñòîéíîñò íà îòíîñèòåëíîòî ÷èñëî íà îáó ñëîâåíîñò íà AMLI ìåòî äà

çà ñëó÷àÿ íà (s = 1; q = � 0:5), ñú îòâåòíàò à î÷àêâàíà ñïîðåä (1.2.34) ñê îðîñò

íà ñ õ î äèìîñò å ïî-äîáðà îò ðåàëíî íàáëþ äàâàíàò à â Ò àáëèöè 3.2 è 3.3. Êàêòî

âå÷å áåøå ñïîìåíàòî, ê à ÷åñòâàò à íà ñò àáèëèçèðàùèÿ ïîëèíîì ñå âëèÿÿò îò òî÷-

íîñòò à íà îöåíê àò à 
 2
est , ñ ê î ÿòî ñå ïðåñìÿò àò ê îåôèöèåíòèòå (1.3.80). Åòî çàùî

èìà îñíîâàíèå äà ñå äîïó ñíå, ÷å èçâåäåíàò à îöåíê à 
 2
est = 0:73 å ïåñèìèñòè÷íà

çà ñëó÷àÿ (p = 1; q = � 0:5) è âìåñòî íåÿ ìî æ åì äà èçïîëçâàìå ïîëó÷åíàò à çà

ñëó÷àÿ (p = 1; q = � 0:1), ò .å. 
 2
est = 0:58. Ïðåäñò àâåíèòå â Ò àáëèöà 3.4 ðåçó ëò àòè
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Áðîé èòåðàöèè

� ` = 1 ` = 2 ` = 3 ` = 4 ` = 5

C(k)
11 = eA(k)

11

10� 3
4 4 4 4 4

10� 6
7 8 8 8 8

10� 9
11 11 13 12 12

C(k)
11 = eD (k)

11

10� 3
8 9 9 9 9

10� 6
16 19 19 19 19

10� 9
24 28 28 29 29

Ò àáëèöà 3.4: W-öèêúë, (s = 1; q = � 0:5; 
 2
est = 0:58): áðîé èòåðàöèè ñ ìåòî äà íà

ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñëàâÿíå

ñà çà AMLI ïðåîáó ñëîâèòåë ñ ê îåôèöèåíòè íà ñò àáèëèçèðàùèÿ ïîëèíîì, ê îè-

òî ïðåñìÿò àìå ê àòî èçïîëçâàìå ò àçè ïî-äîáðà îöåíê à. Êàêòî ìî æ å äà ñå âèäè,

ìåòî äú ò íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñå ñ õ î æäà è AMLI ìåòî äú ò ñå ñò àáèëèçèðà çà

ïî-ìàëê î èòåðàöèè, ê àòî áðî ÿò èì ñú îòâåòñòâà íà îöåíê àò à â Ò åîðåìà 1.2.2.

3.5.2 Èçñëåäâàíå ñâîéñòâàò à íà ïðåîáó ñëîâèòåëÿ çà âî äå-

ùèÿ äèàãîíàëåí áëîê

×èñëåíèòå åê ñïåðèìåíòè, ê îèòî ñëåäâàò , èìàò çà öåë äà èëþñòðèðàò ñâîéñòâàò à

íà ïðåäëî æ åíèÿ â ò àçè ã ëàâà ïîëèíîìèàëåí ïðåîáó ñëîâèòåë çà âî äåùèòå äèà-

ãîíàëíè áëîê îâå â éåðàð õè÷íîòî ðàçäåëÿíå çà ãðàô-ëàïëàñèàíè. Ð åçó ëò àòèòå â

òîçè ðàçäåë ñà çà ñëó÷àÿ s = 1; q = � 0:1; 
 2
est = 0:58.

Çàáåëåæê à 3.5.1 Çà ïðåñ ìÿòàíå íà îòíîñèòå ëíàòà ãðåøêà â åêñïåðèìåíòè-

òå â òîçè ð àçäå ë ñ à èçïî ëçâàíè êàêòî âåêòîðíàòà íîð ìà jj r (n) jj = r T
(n)r (n) , òàêà

è åíåðãåòè÷íàòà íîð ìà íà ðåçèäóàëèòå, ò.å. jj r (n) jjA = r T
(n)Ar (n) . Ñúùåñòâåíè

ð àçëèêè â áðîÿ íà èòåð àöèèòå çà äâàòà ñ ëó÷àÿ íå ñ à íàá ëþäàâàíè, êîåòî å â

ñú îòâåòñòâèå ñ òåîðèÿòà çà åêâèâàëåíòíîñò íà íîð ìèòå.
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Ïðåäëî æ åíàò à â ò àçè ã ëàâà ê îíñòðóêöèÿ çà ðàçã ëåæäàíèòå ñèñòåìè ã àðàí-

òèðà, ÷å ìàòðèöèòå C(k)
11 ñà ñèìåòðè÷íè ïîëî æèòåëíî îïðåäåëåíè ïðè ñòåïåíè

íà ïîëèíîìà � � 2. Çà åê ñïåðèìåíòèòå â Ò àáëèöà 3.5 èçïîëçâàìå ñòîéíîñòò à íà

� îò (3.4.29) çà ïðåñìÿò àíå íà ê îåôèöèåíòèòå (1.3.80). Ñõ î äèìîñòò à ïðè � = 3

è � = 4 å äîñò à ïî-äîáðà îò ò àçè çà � = 2 è ìåòî äú ò ñå ñò àáèëèçèðà ïî-ðàíî.

Ò îâà å î÷àêâàí ðåçó ëò àò , òúé ê àòî E(� ) è ñú îòâåòíàò à ñòîéíîñò çà � ñà çíà ÷è-

òåëíî ïî-ãîëåìè ïðè � = 2 . Âàæíî å äà îòáåëåæèì, ÷å � å ìÿðê à çà òîâà ê îëê î

äîáðå C(k)
11 ïðèáëèæ àâà

eA(k)
11 è ñúùî ò àê à âëèÿå â çíà ÷èòåëíà ñòåïåí íà ñò àáè-

ëèçèðàùèòå ñâîéñòâà íà ïîëèíîìà Q� � 1 . Íåê à ñðàâíèì ðåçó ëò àòèòå â Ò àáëèöà

3.5 ñ òåçè â Ò àáëèöà 3.3. Ïðåîáó ñëàâèòåë ñ äèàãîíàëíà àïðîê ñèìàöèÿ íà

eA(k)
11 ,

çà ê îéòî � = 6:2, âî äè äî ïî-ìàëúê áðîé èòåðàöèè îò ïðåîáó ñëîâèòåë ñ ïîëè-

íîìèàëíà àïðîê ñèìàöèÿ îò ñòåïåí � = 2 , êúäåòî � = 9:166. Îò äðóã à ñòðàíà,

ê îã àòî áëîêú ò

eA(k)
11 å ïðåîáó ñëîâåí ñ ìàòðè÷åí ïîëèíîì îò ñòåïåí � = 3 èëè

� = 4 , � å çíà ÷èòåëíî ïî-ìàëê î, ñú îòâåòíî è èòåðàöèèòå íàìàëÿâàò , ê àòî áðî ÿò

èì íå å ìíîãî ïî-ãîëÿì îò òîçè â Ò àáëèöà 3.2 çà ñëó÷àÿ íà òî÷íî ðåøàâàíå íà

ñèñòåìèòå ñ âî äåùèÿ äèàãîíàëåí áëîê.

Áðîé èòåðàöèè

� � � ` = 1 ` = 2 ` = 3 ` = 4 ` = 5

2 9:166

10� 3
8 12 13 13 13

10� 6
14 26 28 28 28

10� 9
21 40 43 43 44

3 1:303

10� 3
5 6 6 6 6

10� 6
10 11 11 11 11

10� 9
15 17 17 17 17

4 0:467

10� 3
4 5 6 5 6

10� 6
8 11 11 11 11

10� 9
12 16 16 16 16

Ò àáëèöà 3.5: W-öèêúë, ïîëèíîìèàëíà àïðîê ñèìàöèÿ îò ñòåïåí � çà

eA(k)
11
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Ïîëèíîìú ò P� â àïðîê ñèìàöèÿò à (3.4.28) çà âî äåùèòå äèàãîíàëíè áëîê îâå â

ïðåäëî æ åíèÿ AMLI ïðåîáó ñëîâèòåë å ïîñòî ÿíåí, ê àòî ïî òîçè íà ÷èí ñå îñèãó-

ð ÿâà ëèíåéíîñòò à íà ïðîöåñà è îðòîãîíàëíîñòò à íà íàïðàâëåíèÿò à íà òúðñåíå

â Àëãîðèòúì 1.2.2 ñå çàïàçâà. Ïðàâèì ñúùî ò àê à ñðàâíåíèå ñ ìíîãîíèâîâ ïðå-

îáó ñëîâèòåë, ïðè ê îéòî âìåñòî ïîëèíîìèàëíàò à àïðîê ñèìàöèÿ çà íàìèðàíå íà

ïðèáëèæ åíî ðåøåíèå íà ñèñòåìèòå ñ âî äåùèòå äèàãîíàëíè áëîê îâå, èçïîëçâàìå

íÿê îëê î âú òðåøíè èòåðàöèè ñ ìåòî äà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò . Ïî äîáíè åê ñïå-

ðèìåíòè èìàò íÿê îëê î ñïåöèôè÷íè îñîáåíîñòè. Ìåòî äú ò íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäè-

åíò ñå àäàïòèðà àâòîìàòè÷íî, çà äà íàìåðè íàé-äîáðîòî ïðèáëèæ åíî ðåøåíèå

çà äàäåíà äÿñíà ÷àñò , íî òîâà îçíà ÷àâà, ÷å äåéñòâèåòî íà ìàòðè÷íèÿ ïîëèíîì,

ê îéòî ñú îòâåòñòâà íà îïðåäåëåí áðîé âú òðåøíè èòåðàöèè, ñå ïðîìåíÿ íà âñ ÿê à

âúíøíà èòåðàöèÿ íà ìåòî äà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñëàâÿíå. Ïî òîçè

íà ÷èí ëèíåéíîñòò à íà AMLI ìåòî äà ñå ðàçâàëÿ. Â ò àêúâ ñëó÷àé âìåñòî ìåòî ä

íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñëàâÿíå ñå íàëàã à äà ñå èçïîëçâà îáîáùåí ìå-

òî ä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñëàâÿíå. Êàêòî âå÷å áåøå îòáåëÿçàíî, âæ.

Çàáåëåæê à 1.2.1, äîïúëíèòåëíî íàëî æ åíàò à îðòîãîíàëíîñò ñå ïîñòèã à íà öåíàò à

íà ïîâå÷å èçïîëçâàíè ê îìïþòúðíè ðåñóðñè. Ïðè åê ñïåðèìåíòèòå, îáîáùåíè â

Ò àáëèöà 3.6, ïðåäïîëàã àìå, ÷å çà ñëó÷àÿ íà � íà áðîé âú òðåøíè èòåðàöèè çà

âî äåùèòå äèàãîíàëíè áëîê îâå ìî æ åì äà èçïîëçâàìå ñúùàò à îöåíê à çà � , ê î ÿòî

ñìå íàìåðèëè çà ñëó÷àÿ íà ïîëèíîìèàëíà àïðîê ñèìàöèÿ îò ñòåïåí � . Â ò àá-

ëèöèòå èçïîëçâàìå ñèìâîëà � çà äà îòáåëåæèì ñëó÷àèòå, â ê îèòî ìåòî äú ò íà

ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñëàâÿíå íå ñå ñ õ î æäà â ðàìêèòå íà 300 èòåðàöèè.

Êàêòî ñå âèæäà îò Ò àáëèöà 3.6, ïðåîáó ñëîâèòåëè ñ îïèñàíàò à ïî-ãîðå ê îíñò-

ðóêöèÿ ñ âú òðåøíè èòåðàöèè ÷ðåç ìåòî äà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò íå âî äÿò äî

äîáðè ðåçó ëò àòè, íå ñå íàáëþ äàâà ñò àáèëèçàöèÿ, à â íÿê îè ñëó÷àè ïðîöåñú ò íå

ñå ñ õ î æäà.

Åê ñïåðèìåíòèòå, ïðåäñò àâåíè â Ò àáëèöè 3.7 è 3.8 ñà ìîòèâèðàíè îò íàïðàâå-

íè â ìíî æ åñòâî ðàçëè÷íè ÷èñëåíè åê ñïåðèìåíòè íàáëþ äåíèÿ, âæ. îùå [47 , 60].

Îê àçâà ñå, ÷å èçïîëçâàíåòî íà � = 0 ïðè ïðåñìÿò àíå íà ê îåôèöèåíòèòå (1.3.80)

çà ïðåäëî æ åíèÿ AMLI ìåòî ä íe âëîøàâà ñ õ î äèìîñòò à, à íàïðîòèâ, â òîçè ñëó-
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Áðîé èòåðàöèè

� � � ` = 1 ` = 2 ` = 3 ` = 4 ` = 5

3 1:303

10� 3
6 9 10 10 10

10� 6
14 � � � 29

10� 9
23 � � 48 �

4 0:467

10� 3
5 6 7 7 7

10� 6
10 21 25 25 15

10� 9
16 44 � 45 24

Ò àáëèöà 3.6: W-öèêúë, ( eA(k)
11 )� 1

ñå ïðèáëèæ àâà ÷ðåç ïðèëàã àíå íà � íà áðîé

âú òðåøíè èòåðàöèè ñ ìåòî ä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò

Áðîé èòåðàöèè

� � ` = 1 ` = 2 ` = 3 ` = 4 ` = 5

2

10� 3
8 8 8 8 8

10� 6
14 15 15 15 15

10� 9
21 22 22 22 22

3

10� 3
5 5 5 6 6

10� 6
10 10 11 11 11

10� 9
15 16 16 16 16

4

10� 3
4 5 5 5 5

10� 6
8 9 9 9 9

10� 9
12 13 13 13 13

Ò àáëèöà 3.7: W-öèêúë, ïðè ïðåñìÿò àíå íà (1.3.80) å èçïîëçâàíî � = 0 ,

eA(k)
11 ñå

àïðîê ñèìèðà ñ ïîëèíîì îò ñòåïåí �

÷àé ñò àáèëèçàöèÿ ñå äîñòèã à ïî-áúðçî, ê îã àòî çà âî äåùèòå äèàãîíàëíè áëîê îâå

ïðèëàã àìå ïîëèíîìèàëíà àïðîê ñèìàöèÿ. Ð åçó ëò àòèòå â Ò àáëèöà 3.8 ïîê àçâàò

ïî-äîáðî ïîâåäåíèå íà ïðåîáó ñëîâèòåëÿ îò òåçè â Ò àáëèöà 3.6. Âúïðåêè òîâà

ïîëèíîìèàëíàò à àïðîê ñèìàöèÿ íà

eA(k)
11 âî äè äî ìíîãî ïî-äîáúð (ïî-ñò àáèëåí)



Ï. Áî ÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòî äè çà íåê îíôîðìíè êðàéíè åëåìåíòè 105

Áðîé èòåðàöèè

� � ` = 1 ` = 2 ` = 3 ` = 4 ` = 5

3

10� 3
6 6 11 8 �

10� 6
14 34 36 22 19

10� 9
23 71 79 78 36

4

10� 3
5 6 6 6 7

10� 6
10 18 12 12 10

10� 9
16 31 32 19 18

Ò àáëèöà 3.8: W-öèêúë, ïðè ïðåñìÿò àíå íà (1.3.80) å èçïîëçâàíî � = 0 , ( eA(k)
11 )� 1

ñå ïðèáëèæ àâà ÷ðåç ïðèëàã àíå íà � íà áðîé âú òðåøíè èòåðàöèè ñ ìåòî ä íà

ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò

àëãîðèòúì.
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Ã ëàâà 4

Ìíîãîíèâîâè ìåòî äè çà

óðàâíåíèÿò à íà Íàâèå-Ñòîê ñ

Ò àçè ã ëàâà å ïîñâåòåíà íà ê îíñòðóèðàíå íà åôåêòèâíè àëãîðèòìè çà íàìèðàíå

íà ÷èñëåíî ðåøåíèå íà íåñò àöèîíàðíàò à ñèñòåìà îò óðàâíåíèÿ íà Íàâèå-Ñòîê ñ,

îïèñâàùè òå÷åíèå íà íåñâèâàåì ôëóèä. Ð åçó ëò àòèòå, ïðåäñò àâåíè òóê, äåìîíñ-

òðèðàò ïðèëî æ åíèå íà ïðåäëî æ åíèòå â Ã ëàâà 2 è Ã ëàâà 3 ìíîãîíèâîâè ìåòî äè â

åäíà îò âàæíèòå ïðèëî æíè îáëàñòè íà èç÷èñëèòåëíàò à ìàòåìàòèê à è ìåõ àíèê à,

à èìåííî, ÷èñëåíîòî èçñëåäâàíå íà äèíàìèê à íà ôëóèäèòå.

Â ðàáîò àò à ïî äèñåðò àöèÿò à çà ïúðâè ïú ò å ïðåäëî æ åí ó ñòîé÷èâ ñúñò àâåí

àëãîðèòúì, îñíîâàí íà ìíîãîíèâîâè òåõíèêè çà ïðåîáó ñëàâÿíå, ê îéòî îñèãóð ÿâà

îïòèìàëíà ñëî æíîñò íà ÷èñëåíèÿ ìåòî ä. Èçïîëçâàìå ó ñòîé÷èâà ëîê àëíî ê îí-

ñåðâàòèâíà êðàéíî-åëåìåíòíà äèñêðåòèçàöèÿ, ê àòî ðåàëèçàöèÿò à íà àëãîðèòú-

ìà ã àðàíòèðà çàïàçâàíåòî íà ëîê àëíàò à ê îíñåðâàòèâíîñò . Ìåòî äú ò , ïðåäëî æ åí

â ñëåäâàùèòå ðàçäåëè, ñå îñíîâàâà íà ìíîãîíèâîâî ïðåîáó ñëàâÿíå íà ñèñòåìèòå,

âúçíèêâàùè íà ê îíâåêòèâíî-äèôóçèîííàò à è ïðîåêöèîííàò à ñòúïêè â ïðîåêöè-

îíåí àëãîðèòúì çà íåñò àöèîíàðíèòå óðàâíåíèÿ íà Íàâèå-Ñòîê ñ.

Ïðåäñò àâåíèòå ðåçó ëò àòè ñà ïóáëèêóâàíè â:

� P . Bo y ano v a, S. Margeno v, On Multilevel Iter ative Metho ds for Navier-Stokes

Pr oblems , Journal Of Theoretical And Applied Mec hanics, V ol. 40, Num b er 1,

107
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2010, 51�60.

� P . Bo y ano v a, S. Margeno v, On Optimal AMLI Solvers for Inc ompr essible

Navier-Stokes Pr oblems , AIP Conference Pro ceedings v ol. 1301, 457-467.

4.1 Óðàâíåíèÿ íà Íàâèå-Ñòîê ñ: ïîñò àíîâê à íà çà-

äà ÷àò à è ïðîåêöèîíåí ìåòî ä

Ð àçã ëåæäàìå íåñò àöèîíàðíàò à ñèñòåìà îò óðàâíåíèÿ íà Íàâèå-Ñòîê ñ ñ ãðàíè÷-

íè ó ñëîâèÿ íà Äèðèõëå

(4.1.1)

@u
@t

+ ( u � r )u = �r p +
1

Re
r 2u (x; t) 2 
 � (0; T);

r � u = 0 ( x; t) 2 
 � (0; T);

u = uD (x; t) 2 � � (0; T);

u = u0 (x; t) 2 
 � f 0g;

êúäåòî u è p ñà íåèçâåñòíèòå ôóíêöèè íà ñê îðîñòò à è íàëÿã àíåòî, Re å ÷èñëîòî

íà Ð åéíîëäñ, à 
 å îãðàíè÷åíà è ñâúðçàíà îáëàñò â R2
, � = @
 .

Åäèí ïî äõ î ä çà íàìèðàíå íà ïðèáëèæ åíî ðåøåíèå íà (4.1.1), å äà ñå èçïîë-

çâàò ìåòî äè, ïðè ê îèòî ñå ðåøàâà ñâúðçàíàò à äèñêðåòíà ñèñòåìà çà ñê îðîñòèòå

è íàëÿã àíåòî, ïîëó÷åíà ñëåä àïðîê ñèìàöèÿ ïî âðåìåòî è ïðîñòðàíñòâîòî íà

óðàâíåíèÿò à íà Íàâèå-Ñòîê ñ. Ó ñòîé÷èâèòå äèñêðåòèçàöèè íà çàäà ÷àò à â ò àçè

ïîñò àíîâê à èçèñêâàò êðàéíè åëåìåíòè îò ïî-âèñîê ðåä. Ìàòðèöàò à íà ñâúðçà-

íàò à ñèñòåìà å íåñèìåòðè÷íà è îò òèï ñåäëîâà òî÷ê à, ê àòî ò àçè òðó äíîñò ìî æ å

äà áúäå ïðåî äîëÿíà ÷ðåç ìåòî äè, èçñëåäâàíè íàïð. â [54].

Â äèñåðò àöèÿò à ðàçã ëåæäàìå ðàçëè÷íà òåõíèê à çà ÷èñëåíî ðåøàâàíå íà

(4.1.1), ê î ÿòî èçïîëçâà ò àê à íàðå÷åíèÿ ïðîåêöèîíåí ïî äõ î ä, ïðè ê îéòî âìåñ-

òî ñâúðçàíà ñèñòåìà, íà âñ ÿê à ñòúïê à ïî âðåìåòî ñå ðàçã ëåæäàò îò äåëíè çàäà ÷è

çà ñê îðîñòèòå è íàëÿã àíåòî. Ïðîåêöèîííèòå ìåòî äè çà ïúðâè ïú ò ñà ïðåäëî æ å-

íè îò T emam è Chorin, âæ [75] è [42]. Ïî äõ î äú ò ñå îñíîâàâà íà ïðåäñò àâÿíåòî



Ï. Áî ÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòî äè çà íåê îíôîðìíè êðàéíè åëåìåíòè 109

íà L2
- âåêòîðíè ïîëåò à ê àòî äèðåêòíà ñóìà íà áåçäèâåðãåíòíè ïîëåò à è ïîëåò à

ñ íó ëåâà ðîò àöèÿ (âæ. íàïð. [48 ]).

Ìíîãî îò ñúùåñòâóâàùèòå ïðîåêöèîííè ìåòî äè èçïîëçâàò íåïðåêúñíàòî ïðèá-

ëèæ åíèå çà íàëÿã àíåòî, ê àòî â òîçè ñëó÷àé íà ïðîåêöèîííàò à ñòúïê à òð ÿáâà äà

ñå ðåøè óðàâíåíèå íà Ïîàñîí, âæ. íàïð. [51, 52]. Âúïðåêè, ÷å íÿìà èçèñêâà-

íå çà íåïðåêúñíàòîñò íà ïðèáëèæ åíèåòî, íå ñà ìíîãî èçñëåäâàíèÿò à, â ê îèòî

íàëÿã àíåòî ñå àïðîê ñèìèðà ÷ðåç íåê îíôîðìíè êðàéíè åëåìåíòè, à óðàâíåíè-

åòî çà íàëÿã àíåòî ñå ðàçã ëåæäà â ñìåñåíà ôîðìà. Îñíîâíîòî ïðåäèìñòâî íà

íåê îíôîðìíèòå åëåìåíòè å, ÷å òå ñà ëîê àëíî ê îíñåðâàòèâíè. Â äèñåðò àöèÿò à çà

àïðîê ñèìàöèÿ íà íåèçâåñòíèòå íà ñê îðîñòèòå u èçïîëçâàìå íåê îíôîðìíè ëè-

íåéíè êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-Ð àâèàð. Åäíî âàæíî ïðåäèìñòâîòî íà òåçè

åëåìåíòè å, ÷å äèâåðãåíöèÿò à íà ïîëåòî íà ñê îðîñòèòå å íó ëà âúâ âú òðåøíîñòò à

íà âñåêè åëåìåíò . Íåèçâåñòíîòî íàëÿã àíå p òúðñèì â ïðîñòðàíñòâîòî îò íà ÷àñ-

òè ê îíñò àíòíè ôóíêöèè. Ò îçè èçáîð âî äè äî ó ñòîé÷èâà, ëîê àëíî ê îíñåðâàòèâíà

äèñêðåòèçàöèÿ, âæ. íàïð. [43 ] è [25 ].

Íåê à Th å ðàâíîìåðíî ðàçäåëÿíå íà îáëàñòò à 
 ñ àôèííè òðèúãúëíèöè è

õ àðàêòåðåí ðàçìåð h . Ð àçã ëåæäàìå ïðîñòðàíñòâîòî íà Êðîçå-Ð àâèàð îò íà ÷àñòè

ëèíåéíè ôóíêöèè Vh è ïðîñòðàíñòâîòî îò íà ÷àñòè ê îíñò àíòè Qh , äåôèíèðàíè

ê àòî

Vh = f vh 2 (L2(
)) 2; vh je 2 (P1(e))2 8e 2 Th ;

vh å íåïðåêúñíàò à â ñðåäèòå íà ñòðàíèòå íà 8e 2 Thg

(4.1.2) Qh = f qh 2 L2(
) : qh je 2 P0(e) 8e 2 Th;
Z



qh = 0g

Çà äèñêðåòèçàöèÿ ïî âðåìåòî èçïîëçâàìå íåÿâåí ìåòî ä íà Îéëåð ñúñ ñòúïê à

� t .

Ð àçã ëåæäàíèÿò â äèñåðò àöèÿò à ïðîåêöèîíåí àëãîðèòúì ñå äåôèíèðà ïî ñëåä-

íèÿ íà ÷èí:

Ïðè ïðåäïîëî æ åíèå, ÷å u0
h 2 Vh è p0

h 2 Qh ñà äàäåíè ïî äõ î äÿùè ïðèáëè-

æ åíèÿ (èíòåðïîëàíòè) íà íà ÷àëíàò à ñê îðîñò è íàëÿã àíå, çà âñ ÿê à ñòúïê à ïî

âðåìåòî 0 � m � T=� t ñå ðåøàâàò çàäà ÷èòå:
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� Êîíâåêòèâíî-äèôóçèîííà ñòúïêà:

Äà ñå íàìåðè
bum+1

h 2 (Vh)2
ò àê à ÷å çà âñ ÿê î vh 2 (Vh)2

(4.1.3)

�
bum+1

h � um
h

� t
; vh

�
+(( um

h �r )um
h ; vh)+

1
Re

(r bum+1
h ; r vh)� (pm

h ; r� vh)=0

Ãðàíè÷íèòå ó ñëîâèÿ, ê îèòî òð ÿáâà äà ñå íàëî æ àò íà ò àçè ñòúïê à, ñà äå-

ôèíèðàíèòå çà çàäà ÷àò à (4.1.1).

� Ïðîåêöèîííà ñòúïêà:

Äà ñå íàìåð ÿò um+1
h 2 (Vh)2

è pm+1
h 2 Qh ò àê à ÷å

(4.1.4)

�
um+1

h � bum+1
h ; vh

�
= ( pm+1

h � pm
h ; r � vh); 8vh 2 (Vh)2

(r � um+1
h ; qh) = 0 ; 8qh 2 Qh

Çà äà ñå îñèãóðè ïðîåêöèÿ âúð õó áåçäèâåðãåíòíîòî ïî äïðîñòðàíñòâî, íà

ò àçè ñòúïê à íàëàã àìå ãðàíè÷íî ó ñëîâèå u � n = 0 , êúäåòî n å íîðìàëíèÿ

âåêòîð êúì ãðàíèöàò à.

4.2 Ñúñò àâåí ìíîãîíèâîâ ìåòî ä

Ïðîåêöèîííàò à ñ õ åìà, ïðåäñò àâåíà â Ð àçäåë 4.1, ðàçäåëÿ íåëèíåéíàò à ñèñòåìà

íà Íàâèå-Ñòîê ñ íà äâå ëèíåéíè ïî äçàäà ÷è. Â äèñåðò àöèÿò à ïðåäëàã àìå ñúñò à-

âåí àëãîðèòúì, ïðè ê îéòî çà âñ ÿê à îò ò ÿõ ñå ïðèëàã à îïòèìàëíî ìíîãîíèâîâî

ïðåîáó ñëàâÿíå, ê îåòî âî äè äî îáùà îïòèìàëíà åôåêòèâíîñò íà ìåòî äà.

Äà ðàçã ëåäàìå äèñêðåòèçàöèÿò à íà çàäà ÷èòå (4.1.3) è (4.1.4) â ñëàáà ôîð-

ìà. Îçíà ÷àâàìå ñ f x i gN
i =1 ñðåäèòå íà ñòðàíèòå íà òðèúãúëíèòå êðàéíè åëåìåíòè

f ekgn
k=1 îò òðèàíãó ëàöèÿò à Th . Íåê à f � i gN

i =1 ñà âúçëîâèòå áàçèñíè ôóíêöèè íà

Êðîçå-Ð àâèàð, � i (x j ) = � ij , à f qkgn
k=1 ñà áàçèñíèòå ôóíêöèè íà ïðîñòðàíñòâîòî

íà íà ÷àñòè ê îíñò àíòè âúð õó Th , qk(y) = � kl ; y 2 el . Ïðèáëèæ åíèÿ çà íåèçâåñò-
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íèòå ôóíêöèè íà ñê îðîñòèòå è íàëÿã àíåòî òúðñèì âúâ âèäà

(4.2.5)

bum+1
h =

�
bum+1

1;h ; bum+1
2;h

�
=

 
NX

j =1

bum+1
1;h;j � j ;

NX

j =1

bum+1
2;h;j � j

!

;

um+1
h =

�
um+1

1;h ; um+1
2;h

�
=

 
NX

j =1

um+1
1;h;j � j ;

NX

j =1

um+1
2;h;j � j

!

;

pm+1
h =

nX

k=1

pm+1
h;k qk :

Êàêòî âå÷å áåøå îòáåëÿçàíî â Ã ëàâà 3, çà äà ñà â ñèëà âåêòîðíè ðàâåíñ-

òâà ê àòî (4.1.3) è (4.1.4) çà âñåêè âåêòîð vh 2 Vh , äîñò àòú ÷íî å äà îñèãóðèì

èçïúëíåíèåòî èì çà 8vh = ( � i ; 0) è 8vh = (0 ; � i ); i = 1; : : : N .

Çàìåñòâàìå (4.2.5) â (4.1.3), ïðåõâúðëÿìå èçâåñòíèòå ÷ëåíîâå â äÿñíàò à ÷àñò ,

è çà vh = ( � i ; 0); i = 1; : : : N ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå óðàâíåíèÿ íà ê îíâåêòèâíî-

äèôóçèîííàò à ñòúïê à

(4.2.6)

1
� t

NX

j =1

Z



bum+1

1;h;j � j � i +
1

Re

NX

j =1

Z



bum+1

1;h;j r � j r � i

=
1

� t

NX

j =1

Z



um

1;h;j � j � i +
nX

k=1

Z



pm

k qk
@�i
@x

�
NX

j =1

Z




 
NX

s=1

um
1;h;s � s

!

um
1;h;j

@�j
@x

� i �
NX

j =1

Z




 
NX

s=1

um
2;h;s � s

!

um
1;h;j

@�j
@y

� i

Àíàëîãè÷íî çà vh = (0 ; � i ); i = 1; : : : N ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèÿò à

(4.2.7)

1
� t

NX

j =1

Z



bum+1

2;h;j � j � i +
1

Re

NX

j =1

Z



bum+1

2;h;j r � j r � i

=
1

� t

NX

j =1

Z



um

2;h;j � j � i +
nX

k=1

Z



pm

k qk
@�i
@y

�
NX

j =1

Z




 
NX

s=1

un
1;h;s � s

!

un
2;h;j

@�j
@x

� i �
NX

j =1

Z




 
NX

s=1

un
2;h;s � s

!

un
2;h;j

@�j
@y

� i
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Ñëåäîâàòåëíî íà ê îíâåêòèâíî-äèôóçèîííàò à ñòúïê à (4.1.3) â ïðîåêöèîííèÿ

àëãîðèòúì òð ÿáâà äà ñå ðåøàò äâå íåçàâèñèìè çàäà ÷è,

(4.2.8) Au bum+1
1;h = bm+1

1 ; Au bum+1
2;h = bm+1

2 ;

çà âåêòîðèòå íà äâåòå ê îìïîíåíòè íà ñê îðîñòò à,
bum+1

1;h = f bum+1
1;h;i gN

i =1 è
bum+1

2;h =

f bum+1
2;h;i gN

i =1 . Ñòðóêòóðàò à íà ìàòðèöèòå íà ñèñòåìèòå íà äâåòå çàäà ÷è å åäíà è

ñúùà (ñ òî÷íîñò äî äîïúëíèòåëíî íàëî æ åíè ãðàíè÷íè ó ñëîâèÿ) è èìà ñëåäíèÿ

âèä

(4.2.9) Au =
1

� t
M +

1
Re

K;

êúäåòî ñ M è K ñà îçíà ÷åíè ñú îòâåòíî ìàòðèöàò à íà ìàñà è ìàòðèöàò à íà ê î-

ðàâèíà çà íåê îíôîðìíèòå êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-Ð àâèàð. Äåñíèòå ÷àñòè

bm+1
1 è bm+1

2 çàâèñ ÿò îò íàìåðåíèòå íà ïðåäõ î äíà ñòúïê à ïî âðåìåòî ïðèáëèæ å-

íè ðåøåíèÿ çà ñê îðîñòèòå uh è íàëÿã àíåòî ph , ê àòî âèäú ò èì ñëåäâà îò (4.2.6)

è (4.2.7).

Êàòî èçïîëçâàìå ïðåäñò àâÿíåòî (4.2.5), íà ïðîåêöèîííàò à ñòúïê à (4.1.4) çà

vh = ( � i ; 0); i = 1; : : : N ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèÿò à

(4.2.10)

NX

j =1

Z



um+1

1;h;j � j � i �
nX

k=1

Z



pm+1

k qk
@�i
@x

=
NX

j =1

Z



bum+1

1;h;j � j � i �
nX

k=1

Z



pm

k qk
@�i
@x

;

à çà vh = (0 ; � i ); i = 1; : : : N , ñú îòâåòíî

(4.2.11)

NX

j =1

Z



um+1

2;h;j � j � i �
nX

k=1

Z



pm+1

k qk
@�i
@y

=
NX

j =1

Z



bum+1

2;h;j � j � i �
nX

k=1

Z



pm

k qk
@�i
@y

:

Äîïúëíèòåëíî çà âñ ÿê î qk ; k = 1; : : : n òð ÿáâà äà ñà èçïúëíåíè ðàâåíñòâàò à

�
NX

j =1

Z



um+1

1;h;j
@�j
@x

qk �
NX

j =1

Z



um+1

2;h;j
@�j
@y

qk = 0:
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Ñëåäîâàòåëíî, íà ïðîåêöèîííàò à ñòúïê à (4.1.4) òð ÿáâà äà ñå ðåøè äèñêðåòíàò à

çàäà ÷à

(4.2.12) Pwm+1
h = bm+1

p ;

êúäåòî (wm+1
h )T = f (um+1

1;h )T ; (um+1
2;h )T ; (pm+1

h )T g; pm+1
h = f pm+1

h;k gn
k=1 , à ìàòðèöàò à

íà ñèñòåìàò à å âúâ âèäà (3.1.6), à èìåííî

P =

2

6
6
4

M B 1

M B 2

B T
1 B T

2

3

7
7
5 :

Äÿñíàò à ÷àñò bm+1
p çàâèñè îò íàìåðåíèòå íà ê îíâåêòèâíî-äèôóçèîííàò à ñòúïê à

ñòîéíîñòè íà
bum+1

h è íàëÿã àíåòî îò ïðåäõ î äíà ñòúïê à ïî âðåìåòî pm
h .

Çà ðåøàâàíå íà äèñêðåòíèòå ñèñòåìè (4.2.8) è (4.2.12) ïðèëàã àìå ìíîãîíè-

âîâèòå ïðåîáó ñëîâèòåëè, ïðåäñò àâåíè ñú îòâåòíî â Ã ëàâà 2 è Ã ëàâà 3, ê àòî â

ðåçó ëò àò ïîëó÷àâàìå ñúñò àâåí ìíîãîíèâîâ ìåòî ä çà íåñò àöèîíàðíèòå óðàâíå-

íèÿ íà Íàâèå-Ñòîê ñ. Íåê à T0 � T 1 � ::: � T ` å ïîñëåäîâàòåëíîñò îò âëî æ åíè

òðèàíãó ëàöèè, ïîëó÷åíè ÷ðåç ðàâíîìåðíî ñãúñò ÿâàíå íà ïúðâîíà ÷àëíàò à ìðå-

æ à T0 . Íà âñ ÿê à ñòúïê à ïî âðåìåòî 0 � m � T=� t ðàçã ëåæäàìå äèñêðåòíèòå

ñèñòåìè, ñú îòâåòñòâàùè íà íàé-ôèíàò à ìðåæ à T` .

� Êîíâåêòèâíî-äèôóçèîííà ñòúïêà:

Çà äâåòå íåçàâèñèìè çàäà ÷è (4.2.8) îò ïàðàáîëè÷åí òèï çà ê îìïîíåíòèòå

íà ñê îðîñòò à èçïîëçâàìå ïðåäëî æ åíèòå â Ã ëàâà 2 ðîáàñòíè AMLI ïðåî-

áó ñëîâèòåëè çà ïàðàáîëè÷íè çàäà ÷è, äèñêðåòèçèðàíè ñ êðàéíè åëåìåíòè

íà Êðîçå-Ð àâèàð. Íàïîìíÿìå, ÷å â òîçè ñëó÷àé îöåíê àò à çà ê îíñò àíò àò à

â ó ñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ çà D A ðàçäåëÿíå å ðàâíîìåðíî îãðàíè-

÷åíà è íå çàâèñè îò íèâîòî íà ñãúñò ÿâàíå íà ìðåæ àò à, ò .å. íå çàâèñè îò

ìðåæ îâèÿ ïàðàìåòúð h` , èëè ìðåæ îâàò à àíèçîòðîïèÿ íà ïúðâîíà ÷àëíàò à

ìðåæ à T0 .

Åê ñïåðèìåíòèòå â Ð àçäåë 2.6 (âæ. îùå [32 ]) ïîê àçâàò , ÷å FR ìåòî äú ò çà

ïàðàáîëè÷íè çàäà ÷è èìà ïî-äîáðà ñ õ î äèìîñò îò ò àçè ïðè èçïîëçâàíå íà



114 Ìíîãîíèâîâè ìåòî äè çà óðàâíåíèÿò à íà Íàâèå-Ñòîê ñ

D A ïðåîáó ñëîâèòåë. Îïòèìàëíîñò íà AMLI ìåòî äà çà D A ïðåîáó ñëàâÿíå

ñå ã àðàíòèðà òåîðåòè÷íî ïðè ñò àáèëèçàöèÿ ñ ïîëèíîì îò ñòåïåí � = 3 , íî

â äèñåðò àöèÿò à ïîê àçâàìå, ÷å íà ïðàêòèê à îïòèìàëåí (èëè ïî÷òè îïòèìà-

ëåí) ðåä íà ñ õ î äèìîñò ñå íàáëþ äàâàò è çà NLAMLI ìåòî ä ñ � = 2 , ê àêòî

çà D A, ò àê à è çà FR ïðåîáó ñëàâÿíå.

� Ïðîåêöèîííà ñòúïêà:

Íà ïðîåêöèîííàò à ñòúïê à òð ÿáâà äà ñå ðåøè ñèñòåìà ñúñ ñåäëîâà òî÷ê à,

ïîëó÷åíà ÷ðåç äèñêðåòèçàöèÿ íà ñìåñåíà çàäà ÷à ê àòî ò àçè, ðàçã ëåäàíà â

Ã ëàâà 3. Ìàòðèöàò à íà ìàñàò à çà êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-Ð àâèàð å äèà-

ãîíàëíà è èçêëþ÷âàíåòî íà íåèçâåñòíèòå íà ñê îðîñòèòå ìî æ å äà ñå èçâúð-

øè òî÷íî, ê àòî ïî òîçè íà ÷èí ëîê àëíàò à ê îíñåðâàòèâíîñò íà äèñêðåòèçà-

öèÿò à ñå çàïàçâà. Ð åäóöèðàíàò à çàäà ÷à çà íåèçâåñòíèòå íà íàëÿã àíåòî èìà

ñèìåòðè÷íà è ïîëî æèòåëíî ïîëó îïðåäåëåíà ìàòðèöà Ap ñúñ ñòðóêòóðà íà

ãðàô-ëàïëàñèàí ñ òåã ëà â ñëåäíèÿ âèä

(4.2.13) Ap = B T
1 M � 1B1 + B T

2 M � 1B2:

Â ñúñò àâíèÿ àëãîðèòúì çà óðàâíåíèÿò à íà Íàâèå-Ñòîê ñ èçïîëçâàìå ïðå-

îáó ñëîâèòåëÿ çà ñèñòåìè îò òîçè âèä, îïèñàí â Ã ëàâà 3. Èçâåäåíàò à ò àì

îöåíê à çà ê îíñò àíò àò à â ó ñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ çà ïðåäëî æ åíîòî

éåðàð õè÷íî ðàçäåëÿíå íà ãðàô-ëàïëàñèàí ñ òåã ëà å â ñèëà çà ðàâíîìåðíà

ìðåæ à îò ïðàâîúãúëíè òðèúãúëíèöè.

Ïðèáëèæ åíî ðåøåíèå íà ôóíêöèÿò à íà íàëÿã àíåòî íà ïðîåêöèîííàò à ñòúï-

ê à òúðñèì â Qh , âæ. (4.1.2). Íàëàã àíåòî íà ó ñëîâèåòî

(4.2.14)

Z



qh = 0

çà ïðîñòðàíñòâîòî Qh íå å òðèâèàëíî. Âìåñòî òîâà, â ïðåäëî æ åíèÿ àëãî-

ðèòúì ó ñëîâèåòî ñå íàëàã à äèðåêòíî âúð õó ðåøåíèåòî ph , âæ. íàïð. [68].

Çà öåëò à ê àòî ïúðâà ñòúïê à â Ap íàëàã àìå õ îìîãåííî ó ñëîâèå íà Äèðèõëå

çà íÿê î ÿ îò ê îìïîíåíòèòå íà âåêòîðà íà íàëÿã àíåòî. Â ðåçó ëò àò ïîëó÷à-

âàìå ñèìåòðè÷íà ïîëî æèòåëíî îïðåäåëåíà ìàòðèöà

eAp , ê î ÿòî èçïîëçâàìå,
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çà äà ïðåñìåòíåì âåêòîð
eph , ê îéòî ñúâïàäà ñ ph ñ òî÷íîñò äî ê îíñò àíò à.

Êàòî âòîðà ñòúïê à íàëàã àìå èíòåãðàëíîòî ó ñëîâèå (4.2.14), çà äà íàìåðèì

ph . Èçïîëçâàìå ñëåäíîòî ñâîéñòâî

0 =
Z



ph =

Z



(eph + cp) =

Z



eph +

Z



cp:

Êîíñò àíò àò à cp ñå íàìèðà ïî ôîðìó ëàò à

(4.2.15) cp = �

R

 ephR

 1

:

Íåê à òðèàíãó ëàöèÿò à T` å ïîëó÷åíà ÷ðåç ïîñëåäîâàòåëíîñò îò ðàâíîìåðíè

ñãúñò ÿâàíèÿ íà ìðåæ à îò ïðàâîúãúëíè òðèúãúëíèöè T0 , à Au ; M; B 1; B2; Ap; Cu ;

Cp ñà ìàòðèöèòå è ñú îòâåòíèòå ìíîãîíèâîâè ïðåîáó ñëîâèòåëè çà òðèàíãó ëàöè-

ÿò à T` . Ñúñò àâíèÿò ìåòî ä çà íåñò àöèîíàðíèòå óðàâíåíèÿ íà Íàâèå-Ñòîê ñ âî äè

äî ñëåäíèÿ àëãîðèòúì.

Àëãîðèòúì 4.2.1 [Ñúñò àâåí ìíîãîíèâîâ àëãîðèòúì çà íåñò àöèîíàðíèòå óðàâ-

íåíèÿ íà Íàâèå-Ñòîê ñ]

m = 0; Èíèöèàëèçèðàò ñå um
h è pm

h ;

while ( m � T=� t ) do

Ïðåñìÿò àò ñå bm+1
1 è bm+1

2 ñïîðåä (4.2.6) è (4.2.7) ;

Ïðèëàã à ñå îáîáùåí ìåòî ä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñëîâèòåë

Cu çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìèòå:

Au bum+1
1;h = bm+1

1 ;(4.2.16)

Au bum+1
2;h = bm+1

2 ;(4.2.17)

Ïðåñìÿò àò ñå bm+1
p;1 è bm+1

p;2 ñïîðåä (4.2.10) è (4.2.11) ;

Ïðåñìÿò à ñå

ebm+1
p = B T

1 M � 1bm+1
p;1 + B T

2 M � 1bm+1
p;2 ;
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Ïðèëàã à ñå ìåòî ä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñëîâèòåë

Cp çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìàò à:

eApepm+1
h = ebm+1

p ;(4.2.18)

Ïðåñìÿò à ñå pm+1
h = epm+1

h � cp , êúäåòî cp èìà âèäà (4.2.15) ;

um+1
1;h = M � 1bm+1

p;1 � M � 1B1pm+1
h ;

um+1
2;h = M � 1bm+1

p;2 � M � 1B2pm+1
h ;

m = m + 1;

end

Íà âñ ÿê à ñòúïê à â Àëãîðèòúì 4.2.1 ñå èçïúëíÿâàò O(N ) îïåðàöèè, ê àòî ïî

òîçè íà ÷èí îáùàò à èç÷èñëèòåëíà ñëî æíîñò íà ñúñò àâíèÿ ìåòî ä çà íåñò àöèîíàð-

íèòå óðàâíåíèÿ íà Íàâèå-Ñòîê ñ å îò îïòèìàëåí ïîð ÿäúê.

4.3 ×èñëåíè åê ñïåðèìåíòè

Èëþñòðèðàìå ïîâåäåíèåòî íà Àëãîðèòúì 4.2.1 âúð õó çàäà ÷àò à çà òå÷åíèå, ïî-

ðî äåíî îò äâèæ åíèå íà áåçêðàåí ê àïàê ïî ïîâúð õíîñòò à íà ê îíòåéíåð ïúëåí ñ

ôëóèä. Â ëèòåðàòóðà íà àíã ëèéñêè åçèê â îáëàñòò à íà äèíàìèê à íà ôëóèäè-

òå, ò àçè çàäà ÷à å èçâåñòíà ê àòî lid-driv en ca vit y �o w. Ð àçã ëåæäàìå òå÷åíèåòî â

äâóìåðíî ñå÷åíèå íà ê îíòåéíåðà, à çàäà ÷àò à ñå äåôèíèðà ê àêòî ñëåäâà:

Äà ñå ðåøàò óðàâíåíèÿò à (4.1.1) â îáëàñòò à 
 = [0 ; 1]2 , ñúñ ñëåäíèòå ãðàíè÷-

íèòå ó ñëîâèÿ:

(4.3.19)

u1 = 0; u2 = 0; (x; t) 2 � 1 � (0; T);

u1 = 1; u2 = 0; (x; t) 2 � 2 � (0; T);

êúäåòî � 1 = ff (0; y); y 2 (0; 1)g [ f (1; y); y 2 (0; 1)g [ f (x; 0); x 2 (0; 1)gg, � 2 =

f (x; 1); x 2 (0; 1)g. Ð àâåíñòâàò à (4.3.19), âæ. Ôèãóðà 4.1, îçíà ÷àâàò , ÷å ïî ñòåíèòå

íà ê îíòåéíåðà îò � 1 èìà ó ñëîâèå çà íåïðîòè÷àíå è ïðèëåïâàíå, à ñê îðîñòò à íà

ê àïàê à å ê îíñò àíòíà. Íà ÷àëíîòî ó ñëîâèå çà ïîëåòî íà ñê îðîñòèòå å

u0 = 0:
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Ôèãóðà 4.1: Ãðàíè÷íè ó ñëîâèÿ çà óðàâíåíèÿò à íà Íàâèå-Ñòîê ñ

Ð àçã ëåæäàìå òðè ñëó÷àÿ íà ÷èñëî íà Ð åéíîëäñ, Re = 100, Re = 400 è Re = 1000.

Öåëò à íà ïðîâåäåíèòå åê ñïåðèìåíòè å äà ñå àíàëèçèðà ñ õ î äèìîñòò à íà ìíî-

ãîíèâîâèòå ìåòî äè, ïðèëî æ åíè íà ñòúïêè (4.2.16), (4.2.17) è (4.2.18) â ðàìêè-

òå íà ñúñò àâíèÿ Àëãîðèòúì 4.2.1. Ïðè ðåøàâàíåòî íà ïàðàáîëè÷íèòå çàäà ÷è

(4.2.16) è (4.2.17), èçïîëçâàìå NLAMLI àëãîðèòúì ñúñ ñò àáèëèçàöèÿ ñ � = 2

Áð. ðàôèíèðàíèÿ ` IT (bu1) IT (bu2) IT (p)

Ñðåäåí áðîé èòåðàöèè

1 5 4.95 16.81

2 7 6.93 17.99

3 8.97 7.92 18.09

4 9.91 8.91 18.26

Ò àáëèöà 4.1: Ïîâåäåíèå íà ñúñò àâíèÿ ìíîãîíèâîâ ìåòî ä, Re = 100
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Áð. ðàôèíèðàíèÿ ` IT (bu1) IT (bu2) IT (p)

Ñðåäåí áðîé èòåðàöèè

1 4 3.96 16.52

2 5 4.95 17.97

3 7 6.93 18.07

4 8.96 7.92 18.25

Ò àáëèöà 4.2: Ïîâåäåíèå íà ñúñò àâíèÿ ìíîãîíèâîâ ìåòî ä, Re = 400

Áð. ðàôèíèðàíèÿ ` IT (cu1) IT (bu2) IT (p)

Ñðåäåí áðîé èòåðàöèè

1 3 2.97 16.52

2 4 3.96 17.93

3 5.97 4.95 18.02

4 7.07 6.93 18.26

Ò àáëèöà 4.3: Ïîâåäåíèå íà ñúñò àâíèÿ ìíîãîíèâîâ ìåòî ä, Re = 1000

âú òðåøíè èòåðàöèè è FR ïðåîáó ñëîâèòåë. Â òîçè ñëó÷àé çà ïðèáëèæ åíî ðåøà-

âàíå íà ñèñòåìèòå ñ âî äåùèòå äèàãîíàëíè áëîê îâå èçïîëçâàìå òðè âú òðåøíè

èòåðàöèè ñ ìåòî ä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ îïèñàíèÿ â Ð àçäåë 2.3 ïðåîáó ñëî-

âèòåë. Çà çàäà ÷àò à (4.2.18) ïðèëàã àìå ìåòî ä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ìíîãî-

íèâîâ ïðåîáó ñëîâèòåë çà ãðàô-ëàïëàñèàíà

eAp , îñíîâàí íà ðàçäåëÿíåòî, ïðåäëî-

æ åíî â Ð àçäåë 3.3, è ñò àáèëèçàöèÿ ñ ïîëèíîì îò âòîðà ñòåïåí. Ïîëèíîìú ò P� ,

ñ ê îéòî àïðîê ñèìèðàìå îáðàòíèòå ìàòðèöè íà âî äåùèòå äèàãîíàëíè áëîê îâå â

éåðàð õè÷íîòî ðàçäåëÿíå íà ò àçè ñòúïê à, å îò òðåò à ñòåïåí. Ïðåäñò àâåíèòå ÷èñ-

ëåíè ðåçó ëò àòè èëþñòðèðàò ïîâåäåíèåòî íà ìíîãîíèâîâèòå àëãîðèòìè â ñëó-

÷àèòå íà ïúðâîíà ÷àëíà ãðóáà ìðåæ à ñ õ àðàêòåðåí ðàçìåð h0 = 1=16 è íàé-

ôèíà ìðåæ à, ïîëó÷åíà çà ` íà áðîé ðàôèíèðàíèÿ, ` = 1; 2; 3; 4. Ð àçìåðíîñò-

ò à N` íà âñ ÿê à åäíà îò ê îìïîíåíòèòå íà âåêòîðà íà ñê îðîñòèòå, å ñú îòâåòíî

N1 = 3136; N2 = 12416; N3 = 49408; N4 = 197120. Çà íà ÷àëíî ïðèáëèæ åíèå â

èòåðàöèîííèÿ ìåòî ä èçïîëçâàìå ðåøåíèåòî íà ïðåäõ î äíà ñòúïê à ïî âðåìåòî,
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Ôèãóðà 4.2: Âåêòîðíî ïîëå íà ñê îðîñòèòå ïðè ÷èñëî íà Ð åéíîëäñ Re = 400.

Èçîáðàçåíè ñà ðåøåíèÿò à çà ðàçëè÷íî âðåìå t

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

(à) t = 5
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0

0.1
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0.4

0.5

0.6

0.7

0.8
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Ôèãóðà 4.3: Ïîëå íà âèõúðà, Re = 400, t = 20
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ê àòî � t = 0:005. Èòåðàöèèòå â ìåòî äà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñëàâÿíå

è îáîáùåíèÿ ìåòî ä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáó ñëàâÿíå, ïðè ðåøàâàíå íà

ñèñòåìèòå â ñúñò àâíèÿ àëãîðèòúì, ïðåêðàò ÿâàìå ïðè äîñòèã àíå íà îòíîñèòåë-

íà òî÷íîñò 10� 9
. Îñíîâíà öåë íà ÷èñëåíèÿ àíàëèç å äà ñå ñðàâíè ñ õ î äèìîñòò à

çà òðèòå ðàçëè÷íè ðàçã ëåæäàíè ñëó÷àÿ íà ÷èñëî íà Ð åéíîëäñ. Åòî çàùî èç-

ïîëçâàìå åäíàêâè ïàðàìåòðè íà äèñêðåòèçàöèÿò à è íà ñúñò àâíèÿ àëãîðèòúì çà

Re = 100, Re = 400 è Re = 1000, ê àòî òå ñà ñú îáðàçåíè ñúñ ñëó÷àÿ íà Re = 1000.

Êàêòî å èçâåñòíî, ïîðàäè ïî-ñèëíî èçðàçåíàò à äèíàìèê à íà òå÷åíèÿ ñ ãîëåìè

÷èñëà íà Ð åéíîëäñ, â òåçè ñëó÷àè ñòúïêèòå ïî ïðîñòðàíñòâî è âðåìå, ê àêòî è

ïîñòèãíàò àò à â èòåðàöèîííèòå ìåòî äè îòíîñèòåëíà ãðåøê à, òð ÿáâà äà ñà äîñò à-

òú ÷íî ìàëêè.

Â Ò àáëèöè 4.1-4.3 ñà ïðåäñò àâåíè ñðåäåí áðîé èòåðàöèè íà ñòúïê à ïî âðå-

ìåòî, çà îáùî ñòî ñòúïêè ïî âðåìåòî. Ñ IT (bu1) è IT (bu2) ñìå îçíà ÷èëè ñðåä-

íèÿ áðîé èòåðàöèè, íåîá õ î äèìè çà äîñòèã àíå íà æ åëàíàò à òî÷íîñò , ïðè ðåøà-

âàíå íà çàäà ÷èòå (4.2.16) è (4.2.17) çà ê îìïîíåíòèòå íà ñê îðîñòò à
bu1 è

bu2 íà

ê îíâåêòèâíî-äèôóçèîííàò à ñòúïê à â ïðîåêöèîííèÿ ìåòî ä. Ñðåäíèÿò áðîé èòå-
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Ôèãóðà 4.4: Íîðìà íà âåêòîðèòå îò ïîëåòî íà ñê îðîñòèòå, Re = 400, t = 20
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ðàöèè ïðè ðåøàâàíå íà çàäà ÷à (4.2.18) çà íàëÿã àíåòî å îçíà ÷åí ñ IT (p) .

Â ñú îòâåòñòâèå ñ òåîðåòè÷íèòå îöåíêè, ïðè ðåøàâàíåòî íà çàäà ÷èòå (4.2.17)

è (4.2.18) ïðèëàã àíåòî íà � = 2 âú òðåøíè èòåðàöèè â NLAMLI àëãîðèòúìà íå

îñèãóð ÿâà ïúëíà ñò àáèëèçàöèÿ íà îáùèÿ áðîé èòåðàöèè. Âúïðåêè òîâà, ðàçëè-

ê àò à â ñ õ î äèìîñòò à çà ðàçëè÷íè ðàçìåðíîñòè íà çàäà ÷àò à å íåçíà ÷èòåëíà, ê àòî

áðî ÿ íà èòåðàöèèòå ñå óâåëè÷àâà ñ íå ïîâå÷å îò äâå çà ïîñëåäîâàòåëíè íèâà

íà ðàôèíèðàíå. Åòî çàùî èçïîëçâàíåòî íà � = 2 â NLAMLI ìåòî äà, âìåñòî

èç÷èñëèòåëíî ïî-ñêúïèÿ ñëó÷àé � = 3 , å îïðàâäàíî. Êàêòî ñå âèæäà â Ò àáëèöè

4.1-4.3, áðî ÿò èòåðàöèè ïðè ðåøàâàíå íà ïàðàáîëè÷íèòå çàäà ÷è å ïî-ìàëúê ïðè

ïî-ãîëåìè ÷èñëà íà Ð åéíîëäñ. Îá ÿñíåíèå íà òîçè ôàêò å ïî-ñèëíàò à äèàãîíàë-

íà äîìèíàöèÿ íà ñú îòâåòíèòå ìàòðèöè. Èòåðàöèèòå, íåîá õ î äèìè çà ïîñòèã àíå

íà æ åëàíàò à òî÷íîñò ïðè ðåøàâàíåòî íà (4.2.18) íà ïðîåêöèîííàò à ñòúïê à â

ñúñò àâíèÿ àëãîðèòúì, ñà ïîâå÷å îò èòåðàöèèòå íà ê îíâåêòèâíî-äèôóçèîííàò à

ñòúïê à. Òð ÿáâà äà îòáåëåæèì, îáà ÷å, ÷å ðàçìåðíîñòò à n íà ñèñòåìèòå çà íàëÿã à-

íåòî å ïî-ìàëê à îò ðàçìåðíîñòò à N íà ñèñòåìèòå çà ñê îðîñòèòå, ê àòî N > 1:5n .
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Áðî ÿò íà èòåðàöèèòå ïðè ðåøàâàíåòî íà çàäà ÷à (4.2.18), ê àêòî è íàáëþ äàâàíàò à

â òîçè ñëó÷àé ñò àáèëèçàöèÿ, ñú îòâåòñòâàò íà òåîðåòè÷íèòå è ÷èñëåíè ðåçó ëò àòè

â Ã ëàâà 3.

Ïîëó÷åíèòå ðåçó ëò àòè çà ïðèáëèæ åíîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèÿò à íà Íàâèå-

Ñòîê ñ â ñëó÷àÿ íà Re = 400 ñà èëþñòðèðàíè ÷ðåç Ôèãóðè 4.2 � 4.4. Íà Ôèãóðà

4.2 å ïîê àçàíî ñê àëèðàíîòî âåêòîðíî ïîëå çà ðàçëè÷íè ñòúïêè ïî âðåìåòî, ñ

öåë äà ñå äåìîíñòðèðà èçìåíåíèåòî íà ïðîôèëà íà òå÷åíèåòî. Ïðè t = 5 ñå

íàáëþ äàâà çàâèõð ÿíå â ëåâèÿ äîëåí úãúë íà ê îíòåéíåðà. Ïðè t = 10 â äåñíèÿ

äîëåí úãúë ñå îôîðìÿ îùå åäèí âèõúð , ê îéòî ñå äîðàçâèâà ïðè t = 15 è t = 20 .

Íà Ôèãóðà 4.3 å ïðåäñò àâåíà äðóã à âèçó àëèçàöèÿ íà òå÷åíèåòî ïðè t = 20 , òîçè

ïú ò ÷ðåç ïîëåòî íà âèõúðà. Ñòîéíîñòèòå íà íîðìàò à íà âåêòîðèòå îò ïîëåòî íà

ñê îðîñòèòå íà ïîñëåäíàò à ñòúïê à ïî âðåìåòî ñà ïîê àçàíè íà Ôèãóðà 4.4. Êàêòî

ñå âèæäà, ñê îðîñòò à å íàé-ãîëÿìà áëèçî äî ê àïàê à.
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Ïðåäñò àâåíèòå â äèñåðò àöèÿò à ðåçó ëò àòè ñà â îáëàñòò à íà ñúçäàâàíå íà åôåê-

òèâíè ìåòî äè è àëãîðèòìè çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè îò ëèíåéíè àëãåáðè÷íè óðàâ-

íåíèÿ, âúçíèêâàùè ïðè äèñêðåòèçàöèÿ íà ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.

Ð àçã ëåäàíè ñà êëàñîâå äèñêðåòíè çàäà ÷è, ïîëó÷åíè ïðè ïðèëàã àíå íà ÌÊÅ ñ

íåê îíôîðìíè êðàéíè åëåìåíòè. Èíòåðåñú ò êúì òîçè âèä åëåìåíòè å ìîòèâèðàí

îò íÿê îè òåõíè ïðåäèìñòâà çà êëàñîâå çàäà ÷è, â òîâà ÷èñëî îñèãóðåíèòå ó ñ-

òîé÷èâîñò è ëîê àëíà ê îíñåðâàòèâíîñò íà ïîëó÷åíèòå àïðîê ñèìàöèè. Ïî-ìàëê î

èçó÷åíè îò ê îíôîðìíèÿ ñëó÷àé, íåê îíôîðìíèòå êðàéíè åëåìåíòè ïðåäèçâèê-

âàò âñå ïî-ãîëÿì èíòåðåñ è ðàçâèòèå â ïîñëåäíèòå ãî äèíè. Ò îâà âî äè äî íåîá-

õ î äèìîñò îò ñúçäàâàíå è àíàëèç íà òåõíèêè è îáùè ïî äõ î äè çà ðåøàâàíå íà

ñú îòâåòíèòå àëãåáðè÷íè ñèñòåìè.

Â äèñåðò àöèÿò à ðàçã ëåæäàìå îïòèìàëíè àëãîðèòìè, îñíîâàíè íà èçïîëçâà-

íåòî íà ìíîãîíèâîâè ïðåîáó ñëîâèòåëè â ìåòî äà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò . Îï-

òèìàëíèòå ìåòî äè, ê îíñòðóèðàíè ñ ïîìîùò à íà ïîñëåäîâàòåëíîñò îò âëî æ åíè

ìðåæè, ñà ñå óòâúð äèëè ê àòî ïðåäïî÷èò àí èíñòðóìåíò ïðè ðåøàâàíå íà ñèñòå-

ìè ñ ðàçðåäåíè ìàòðèöè. Âúïðåêè àêòèâíèòå èçñëåäâàíèÿ â îáëàñòò à, òîçè âèä

òåõíèêè âñå îùå íå ñà äîñò àòú ÷íî ðàçâèòè çà ðåäèöà âàæíè êëàñîâå çàäà ÷è.

Ïðåäèçâèê àòåëñòâî ïðåäñò àâëÿâàò è äèñêðåòèçàöèèòå ñ íåê îíôîðìíè åëåìåí-

òè. Ïðè ò ÿõ êðàéíî-åëåìåíòíèòå ïðîñòðàíñòâà, ñú îòâåòñòâàùè íà ïîñëåäîâàòåë-

íîñò îò òðèàíãó ëàöèè, íå ñà âëî æ åíè, ê îåòî âî äè äî äîïúëíèòåëíè òðó äíîñòè â

ðàçðàáîòâàíåòî íà ïî äõ î äÿùè éåðàð õè÷íè ïðåîáó ñëîâèòåëè.
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Îñíîâíè íà ó÷íè ïðèíîñè

1. Èçñëåäâàí å ìíîãîíèâîâ ìåòî ä çà äâóìåðíè ëèíåéíè ïàðàáîëè÷íè çàäà ÷è,

äèñêðåòèçèðàíè ñ íåê îíôîðìíè êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-Ð àâèàð. Ïîëó-

÷åíà å íîâà ðàâíîìåðíà îöåíê à çà ê îíñò àíò àò à â ó ñèëåíîòî íåðàâåíñòâî

íà Êîøè-Áóíÿê îâñêè-Øâàðö çà éåðàð õè÷íî ðàçäåëÿíå ÷ðåç D A ìåòî ä çà

ìàòðèöàò à íà ìàñàò à. Íàïðàâåíî å îáîáùåíèå íà ïîëó÷åíèÿ ðåçó ëò àò è

ñà ïðåäëî æ åíè äâà ïî äõ î äà çà ê îíñòðóèðàíå íà îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè

ïðåîáó ñëîâèòåëè îñíîâàíè íà D A ðàçäåëÿíå íà ìàòðèöàò à íà äèñêðåòèçè-

ðàíàò à ïàðàáîëè÷íà çàäà ÷à.

2. Ïîëó÷åíà å õ àðàêòåðèçàöèÿ íà ðîáàñòíè ìíîãîíèâîâè ìåòî äè çà ïàðàáî-

ëè÷íè çàäà ÷è, äèñêðåòèçèðàíè ñ ê îíôîðìíè åëåìåíòè íà Êóðàíò è íå-

ê îíôîðìíè ëèíåéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-Ð àâèàð. Èçñëåäâàíî å âëèÿíèåòî

íà ìðåæ îâàò à àíèçîòðîïèÿ âúð õó ê à ÷åñòâàò à íà ñú îòâåòíèòå éåðàð õè÷íè

ðàçäåëÿíèÿ.

3. Ð àçã ëåäàí å ïî äõ î ä çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè, ïîëó÷åíè ïðè äèñêðåòèçàöèÿ

ñ íåê îíôîðìíè êðàéíè åëåìåíòè íà åëèïòè÷íè çàäà ÷è â ñìåñåíà ôîðìà.

Ïî äõ î äú ò ñâåæäà çàäà ÷àò à äî ñèñòåìà ñ ìàòðèöà ñúñ ñòðóêòóðà íà ãðàô-

ëàïëàñèàí ñ òåã ëà. Ïðåäëî æ åíî å éåðàð õè÷íî ðàçäåëÿíå çà ò àêúâ òèï çà-

äà ÷è, îñíîâàíî íà ñïåöèàëíî äåôèíèðàíè ìàêðîåëåìåíòè, àñîöèèðàíè ñúñ

ñòðàíè íà òðèúãúëíèöè îò ãðóáà ìðåæ à. Ïîëó÷åíà å ðàâíîìåðíà îöåí-

ê à çà ê îíñò àíò àò à íà Êîøè-Áóíÿê îâñêè-Øâàðö â ñëó÷àÿ íà ðàâíîìåðíà

òðèàíãó ëàöèÿ ñ ïðàâîúãúëíè åëåìåíòè.

4. Ð àçðàáîòåíà å ïîëèíîìèàëíà àïðîê ñèìàöèÿ çà ñèìåòðè÷íè ïîëî æèòåëíî

îïðåäåëåíè ìàòðèöè ñ ïîìîùò à íà ïîëèíîìà íà íàé-äîáðî ïðèáëèæ åíèå

íà x � 1
â L1 íîðìà â êðàåí èíòåðâàë. Èçâåäåíà å îöåíê à çà îòíîñèòåëíî-

òî ÷èñëî íà îáó ñëîâåíîñò íà ò àê à ïîëó÷åíèÿ ïðåîáó ñëîâèòåë. Ïî äõ î äú ò å

ïðèëî æ åí çà àïðîê ñèìèðàíå íà âî äåùèòå äèàãîíàëíè áëîê îâå â ìíîãîíè-

âîâà ôàêòîðèçàöèÿ íà ãðàô-ëàïëàñèàíè ñ òåã ëà. Èçñëåäâàíè ñà ñâîéñòâàò à
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íà ïîëó÷åíèÿ ìíîãîíèâîâ ìåòî ä â ñëó÷àÿ íà ðàâíîìåðíà òðèàíãó ëàöèÿ ñ

ïðàâîúãúëíè åëåìåíòè.

5. Ïðåäëî æ åí å îïòèìàëåí ñúñò àâåí ìíîãîíèâîâ ìåòî ä çà ðåøàâàíå íà íåñ-

ò àöèîíàðíèòå óðàâíåíèÿ íà Íàâèå-Ñòîê ñ çà ñëó÷àÿ íà ó ñòîé÷èâà, ëîê àëíî

ê îíñåðâàòèâíà äèñêðåòèçàöèÿ ñ íåê îíôîðìíè êðàéíè åëåìåíòè. Ìåòî äú ò

ñå îñíîâàâà íà ìíîãîíèâîâî ïðåîáó ñëàâÿíå íà ñèñòåìèòå, âúçíèêâàùè íà

ê îíâåêòèâíî-äèôóçèîííàò à è ïðîåêöèîííà ñòúïêè â ïðîåêöèîíåí ìåòî ä.

6. Ïðîãðàìíî ñà ðåàëèçèðàíè èçñëåäâàíèòå ìåòî äè è àëãîðèòìè. Ïðîâåäåíè-

òå ÷èñëåíè åê ñïåðèìåíòè ïîòâúð æäàâàò ò ÿõíàò à èç÷èñëèòåëíà åôåêòèâ-

íîñò çà âàæíè êëàñîâå çàäà ÷è ñ ãîëÿìà ðàçìåðíîñò .

Äåêëàðàöèÿ çà îðèãèíàëíîñò íà ðåçó ëò àòèòå

Äåêëàðèðàì, ÷å íàñòî ÿùàò à äèñåðò àöèÿ ñúäúð æ à îðèãèíàëíè ðåçó ëò àòè, ïîëó-

÷åíè ïðè ïðîâåäåíè îò ìåí íà ó÷íè èçñëåäâàíèÿ (ñ ïî äêðåïàò à è ñúäåéñòâèåòî

íà íà ó÷íèÿ ìè ðúê îâî äèòåë). Ð åçó ëò àòèòå, ê îèòî ñà ïîëó÷åíè, îïèñàíè è/èëè

ïóáëèêóâàíè îò äðóãè ó÷åíè, ñà íàäëåæíî è ïî äðîáíî öèòèðàíè â áèáëèîãðà-

ôèÿò à.

Íàñòî ÿùàò à äèñåðò àöèÿ íå å ïðèëàã àíà çà ïðèäîáèâàíå íà íà ó÷íà ñòåïåí â

äðóãî âèñøå ó÷èëèùå, óíèâåðñèòåò èëè íà ó÷åí èíñòèòóò .

Ïî äïèñ:
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