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Óâîä
Ñúâðåìåííî ñúñòîÿíèå è àêòóàëíîñò íà òåìàòàÌíîãî îò íàé-çíà÷èìèòå äîñòèæåíèÿ â ñúâðåìåííàòà íàóêà è òåõíîëîãèÿ ñå äúë-æàò íà íàïðåäúêà â îáëàñòòà íà êîìïþòúðíîòî ìîäåëèðàíå. Å�åêòèâíîñòòà íàòîçè ñëîæåí èíòåðäèñöèïëèíàðåí ïðîöåñ ïðè íàìèðàíåòî íà ðåøåíèå íà ðàç-ëè÷íè çàäà÷è â ïðèëîæíàòà è íàó÷íà îáëàñòè íà ÷îâåøêîòî çíàíèå, ñå îñíîâàâàíà ðàáîòàòà è óñïåõèòå â ñúâêóïíîñò îò íàó÷íè íàïðàâëåíèÿ. Êîìïþòúðíîòîìîäåëèðàíå âêëþ÷âà ñúçäàâàíå íà: à) ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë, àäåêâàòíî îïèñâàùñúîòâåòíèÿ ðåàëåí �åíîìåí; á) ÷èñëåíè ìåòîäè çà äèñêðåòèçàöèÿ íà äè�åðåí-öèàëíèòå è/èëè èíòåãðàëíè óðàâíåíèÿ; â) å�åêòèâíè ìåòîäè è àëãîðèòìè çàðåøàâàíå íà ïîëó÷åíèòå ñëåä äèñêðåòèçàöèÿòà ñèñòåìè îò ëèíåéíè àëãåáðè÷íèóðàâíåíèÿ; ã) àëãîðèòìè çà âèçóàëèçàöèÿ è àíàëèç íà ðåçóëòàòèòå îò ïðîâåäå-íèòå ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè; ä) âèñîêîïðîèçâîäèòåëíè êîìïþòúðíè ïðîãðàìè,êîèòî â ìàêñèìàëíà ñòåïåí èçïîëçâàò âúçìîæíîñòèòå è àðõèòåêòóðàòà íà ñúâ-ðåìåííèòå èç÷èñëèòåëíè ñèñòåìè. Êîìïþòúðíèÿò ìîäåë äàâà âúçìîæíîñò íåñàìî çà èêîíîìèè ïðè ñêúïî ñòðóâàùè ëàáîðàòîðíè è ïðàêòè÷åñêè åêñïåðè-ìåíòè. Â ðåäèöà ñëó÷àè îùå ïî-âàæíî å ìîäåëèðàíåòî íà õàðàêòåðèñòèêèòåíà íîâè ìàòåðèàëè è òåõíîëîãèè, êàêòî è èçñëåäâàíåòî íà ïðîöåñè, çà êîèòîèçìåðâàíèÿòà è íàáëþäåíèÿòà ñà íåâúçìîæíè.Îñíîâíè ñðåäñòâà çà äèñêðåòèçàöèÿ íà äè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñà ìåòî-äúò íà êðàéíèòå åëåìåíòè è ìåòîäúò íà êðàéíèòå ðàçëèêè, âæ. íàïð. [36, 38, 4℄.Ñëåä òÿõíîòî ïðèëàãàíå, çàäà÷àòà ñå ñâåæäà äî ñèñòåìà îò ëèíåéíè àëãåáðè÷íè5



6 Óâîäóðàâíåíèÿ [1, 3℄. Åäíî îò íàé-âàæíèòå ñâîéñòâà íà òåçè ñèñòåìè å, ÷å ñúîòâåòíè-òå ìàòðèöè ñà ðàçðåäåíè. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å áðîÿò íà íåíóëåâèòå åëåìåíòè âúââñåêè ðåä èëè ñòúëá å îãðàíè÷åí îò êîíñòàíòà, êîÿòî íå çàâèñè îò ïàðàìåòúðàíà äèñêðåòèçàöèÿ íà ñúîòâåòíèÿ ìåòîä è ñëåäîâàòåëíî íå çàâèñè îò ðàçìåð-íîñòòà íà äèñêðåòíàòà çàäà÷à, êîÿòî ñå óâåëè÷àâà ñ íàìàëÿâàíåòî íà äèñêðåòè-çàöèîííèÿ ïàðàìåòúð. Èçâåñòíî å, ÷å ðåøàâàíåòî íà çàäà÷è íà èç÷èñëèòåëíàòàëèíåéíà àëãåáðà ñ ðàçðåäåíè ìàòðèöè å îïðåäåëÿùî çà å�åêòèâíîñòòà íà äî-ìèíèðàùàòà ÷àñò îò ñúùåñòâóâàùèòå ïðîãðàìè çà êîìïþòúðíî ìîäåëèðàíå íàïðîöåñè, êîèòî ñå îïèñâàò ñ äè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ [10, 3℄. Òîâà å îñîáåíîâàæíî ïðè ðåøàâàíå íà ñëîæíè çàäà÷è ñ ãîëÿìà ðàçìåðíîñò. Ïîíÿòèåòî ãîëÿìàðàçìåðíîñò ñå ïðîìåíÿ ñ íàðàñòâàíå íà ïðîèçâîäèòåëíîñòòà íà èç÷èñëèòåëíàòàòåõíèêà, íî íåçàâèñèìî îò îãðîìíèÿ ïðîãðåñ â òîâà îòíîøåíèå, îïðåäåëÿùè çàðàçâèòèåòî íà êîìïþòúðíîòî ìîäåëèðàíå ñà ïîñòèæåíèÿòà â îáëàñòòà íà ÷èñ-ëåíèòå ìåòîäè è àëãîðèòìèòå çà òÿõíàòà ðåàëèçàöèÿ. �åçóëòàòèòå ïðåäñòàâåíèâ íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ ñà â òàçè îáëàñò.Ìåòîäúò íà êðàéíèòå åëåìåíòè (ÌÊÅ) è ìåòîäúò íà êðàéíèòå ðàçëèêè ñàïðåäñòàâèòåëè íà òàêà íàðå÷åíèòå ìðåæîâè ìåòîäè è ïðè îïðåäåëåíè ïðåäïî-ëîæåíèÿ ìàòðèöèòå íà ïîëó÷àâàíèòå ëèíåéíè ñèñòåìè ñà ñ áëèçêè ñâîéñòâà èäîðè ìîãàò äà ñúâïàäàò. Íåçàâèñèìî îò òîâà, ìåòîäúò íà êðàéíèòå åëåìåíòè èìàîïðåäåëåíè ïðåäèìñòâà ïî îòíîøåíèå íà îáùíîñòòà è àëãîðèòìèòå çà íåãîâàòàðåàëèçàöèÿ. Èçñëåäâàíèÿòà â äèñåðòàöèÿòà ñèñòåìíî èçïîëçâàò òåðìèíîëîãèÿ-òà è ñâîéñòâàòà íà ìåòîäà íà êðàéíèòå åëåìåíòè.Äèñêðåòèçàöèÿòà ñ êîí�îðìíè ëèíåéíè êðàéíè åëåìåíòè å íàé-ïîäðîáíîèçó÷åíèÿ ñëó÷àé íà ïðèëàãàíå íà ÌÊÅ, íî â ðåäèöà âàæíè ïðèëîæåíèÿ íåêîí-�îðìíèòå êðàéíè åëåìåíòè èìàò ñåðèîçíè ïðåäèìñòâà. Íàïðèìåð, ïðè ÷èñëåíîìîäåëèðàíå íà òå÷åíèÿ â ñèëíî õåòåðîãåííè ïîðåñòè ñðåäè, ìåòîäúò íà êðàéíèòåîáåìè è ñìåñåíèÿò ìåòîä íà êðàéíèòå åëåìåíòè ïðèòåæàâàò äîêàçàíî äîáðà òî÷-íîñò è ëîêàëíà êîíñåðâàòèâíîñò (íà ìàñàòà). Ïðè ïðèëàãàíåòî íà ñìåñåí ÌÊÅ,íåïðåêúñíàòîñòòà íà ñêîðîñòòà ïî íàïðàâëåíèå íà íîðìàëàòà êúì ãðàíèöàòàìåæäó äâà êðàéíè åëåìåíòà ìîæå äà ñå íàëîæè ÷ðåç Ëàãðàíæåâè ìíîæèòåëè. Â



Ï. Áîÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè 7[5℄ Arnold è Brezzi ïîêàçâàò, ÷å ñëåä åëèìèíèðàíå íà íåèçâåñòíèòå íà íàëÿãàíå-òî è ñêîðîñòòà îò àëãåáðè÷íàòà ñèñòåìà, çàäà÷àòà çà Ëàãðàíæåâèòå ìíîæèòåëèñ äîïúëíåíèåòî íà Øóð å åêâèâàëåíòíà íà äèñêðåòèçàöèÿ íà åëèïòè÷íà çàäà÷à÷ðåç ìåòîä íà �àëüîðêèí ñ ëèíåéíè íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè. Ïî-òî÷íî, â[5℄ å ïîêàçàíî, ÷å àïðîêñèìàöèÿ ñúñ ñìåñåí ìåòîä ñ êðàéíè åëåìåíòè íà �àâèàð-Òîìà îò íàé-íèñúê ðåä å åêâèâàëåíòíà íà àïðîêñèìàöèÿ ñ íåêîí�îðìíè êðàéíèåëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð, ïðè êîÿòî êðàéíî-åëåìåíòíîòî ïðîñòðàíñòâî å äî-ïúëíåíî ñ êóáè÷íè áàçèñíè �óíêöèè, âñÿêà îò êîèòî èìà çà íîñèòåë åäèí êðàåíåëåìåíò.Äðóãî ïðèëîæåíèå íà íåêîí�îðìíèòå åëåìåíòè, â ÷àñòíîñò, íà åëåìåíòèòåíà Êðîçå-�àâèàð, íà êîåòî èñêàìå äà îáúðíåì âíèìàíèå, å ñâúðçàíî ñ èòåðà-öèîííè ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà çàäà÷è, äèñêðåòèçèðàíè ñ ïðåêúñíàò ìåòîä íà�àëüîðêèí (Dis
ontinuous Galerkin � DG). Â [6℄, Ayuso de Dios è Çèêàòàíîâ ïðåä-ëàãàò ðàâíîìåðíî ñõîäÿùè èòåðàöèîííè ìåòîäè, êîèòî ñå îñíîâàâàò íà åñòåñò-âåíî ðàçäåëÿíå íà ïðîñòðàíñòâîòî íà DG åëåìåíòèòå îò ïúðâè ðeä íà äèðåêòíàñóìà îò êðàéíî-åëåìåíòíîòî ïðîñòðàíñòâî íà Êðîçå-�àâèàð è ïîäïðîñòðàíñòâî,êîåòî ñúäúðæà �óíêöèè, íåïðåêúñíàòè ïî âúòðåøíè çà îáëàñòòà èíòåð�åéñèìåæäó åëåìåíòèòå.Òîâà ñà íÿêîè îò ïðè÷èíèòå çà ñïåöèàëíèÿ èíòåðåñ êúì ïðèëàãàíå íà íåêîí-�îðìíèòå êðàéíè åëåìåíòè çà å�åêòèâíî ÷èñëåíî ðåøàâàíå íà äè�åðåíöèàëíèóðàâíåíèÿ, êîåòî å ïðåäìåò íà íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ.Àêî ðàçãëåäàìå åëèïòè÷íà ãðàíè÷íà çàäà÷à â îáëàñòòà Ω ⊂ R
2 è çà íåéíîòî÷èñëåíî ðåøàâàíå ïðèëîæèì ìðåæîâ ÷èñëåí ìåòîä, òî ïðè ìíîãî îáùè ïðåäïî-ëîæåíèÿ äè�åðåíöèàëíàòà çàäà÷à ñå ñâåæäà äî ñèñòåìà îò ëèíåéíè àëãåáðè÷íèóðàâíåíèÿ ñúñ ñèìåòðè÷íà è ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà ìàòðèöà A ñ ðàçìåðíîñò

N×N. Îñíîâíèòå ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà òàêúâ êëàñ ëèíåéíè ñèñòåìè íàé-îáùîñå ðàçäåëÿò íà äâà âèäà � ïðåêè è èòåðàöèîííè. Ìåòîäúò íà Õîëåöêè å åäèíîò íàé-äîáðå èçâåñòíèòå ïðåêè ìåòîäè. Ïðåäïîëàãà ñå, ÷å òîé îò÷èòà ëåíòîâàòàñòðóêòóðà èëè ïðî�èëà íà ìàòðèöàòà ïðè ïîäõîäÿùà íîìåðàöèÿ íà íåèçâåñò-íèòå è ïðè îïðåäåëåíè ïðåäïîëîæåíèÿ èìà èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò O(N2). Ìå-



8 Óâîäòîäúò íà âëîæåíèòå ñå÷åíèÿ (Nested Disse
tion), âæ. íàïð. [10℄, å íàé-áúðçèÿòèçìåæäó ïðåêèòå ìåòîäè. Â îñíîâàòà íà òîçè ìåòîä å ðåêóðñèâíîòî ðàçäåëÿíåíà ãðà�à, ïðåäñòàâÿù ñòðóêòóðàòà íà íåíóëåâèòå åëåìåíòè íà ìàòðèöàòà A, àèç÷èñëèòåëíàòà ìó ñëîæíîñò å O(N3/2). Åäèí îò íàé-ïîïóëÿðíèòå èòåðàöèîííèìåòîäè å ìåòîäúò íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò. Òîé èìà ñëîæíîñò, êîÿòî àñèìïòî-òè÷íî ñúâïàäà ñúñ ñëîæíîñòòà íà íàé-äîáðèÿ ïðÿê ìåòîä. Ïî òàçè ïðè÷èíàå ïðèåòî, ÷å ïðåäèìñòâàòà íà èòåðàöèîííèòå ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà çàäà÷è ñäîñòàòú÷íî ãîëÿìà ðàçìåðíîñò ñà áåçñïîðíè.Èòåðàöèîííèòå ìåòîäè â ïîäïðîñòðàíñòâà íà Êðèëîâ ñà â êëàñàöèÿòà íàäåñåòòå íàé�çíà÷èìè ïîñòèæåíèÿ â îáëàñòòà íà àëãîðèòìèòå ïðåç ÕÕ âåê. Ìå-òîäúò íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò è íåãîâîòî îáîáùåíèå, ìåòîäúò íà ñïðåãíàòèÿãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå, ñà ñúâðåìåííè ìåòîäè îò âàðèàöèîíåí òèï â ïîä-ïðîñòðàíñòâà íà Êðèëîâ , âæ. íàïð. [8, 10, 36℄. Å�åêòèâíîñòòà íà ìåòîäà íàñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå ñå îïðåäåëÿ îò êà÷åñòâàòà íà ïðåîáóñëî-âèòåëÿ. Âàæíà ðîëÿ â ðàçâèòèåòî íà ìåòîäèòå çà ðåøàâàíå íà ëèíåéíè ñèñ-òåìè èãðàÿò èçñëåäâàíèÿòà â îáëàñòòà íà êîíñòðóèðàíåòî íà òàêà íàðå÷åíèòåîïòèìàëíè ïðåîáóñëîâèòåëè, çà êîèòî èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò íà ìåòîäà íàñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå å O(N).Â ñúâðåìåííàòà òåîðèÿ íà îïòèìàëíèòå èòåðàöèîííè ìåòîäè, îñíîâíà ðîëÿèãðàÿò ìåòîäèòå ïîñòðîåíè âúðõó ïîñëåäîâàòåëíîñò îò ìðåæè (òðèàíãóëàöèè).Òåçè ìåòîäè ñå ðàçäåëÿò íà ìíîãîìðåæîâè (multigrid), [37, 53℄ è ìíîãîíèâîâè(multilevel), [15, 19, 20, 59, 66, 78℄. Ïî òðàäèöèÿ ïúðâàòà ãðóïà ñå ñ÷èòà, ÷å èçïîë-çâà ïîâå÷å ñâîéñòâàòà íà äè�åðåíöèàëíàòà çàäà÷à, äîêàòî ïðè âòîðàòà ãðóïàêîíñòðóêöèÿòà å â çíà÷èòåëíà ñòåïåí àëãåáðè÷íà è ñå ðåàëèçèðà â òåðìèíèòå íàìåòîäà íà êðàéíèòå åëåìåíòè è ñúîòâåòíèòå ìàòðèöè íà êîðàâèíà. Èñòîðèÿòàíà ðåêóðñèâíèòå èòåðàöèîííè ìåòîäè, èçïîëçâàùè ïîñëåäîâàòåëíîñò îò âëîæå-íè ìðåæè, âîäè íà÷àëîòî ñè îò ðàáîòàòà íà �. Ôåäîðåíêî [45℄, ïóáëèêóâàíà ïðåç1961 ã. Ïðåç 1987 ã. Ï. Âàñèëåâñêè, �. Ëàçàðîâ è Ñ. Ìàðãåíîâ [66℄ êîíñòðóèðàòïî÷òè îïòèìàëåí àëãåáðè÷åí ìíîãîíèâîâ ìåòîä. �åøèòåëíà ñëåäâàùà ñòúïêà âòàçè îáëàñò å íàïðàâåíà â ðàáîòèòå íà Axelsson è Âàñèëåâñêè [19, 20℄, êúäåòî ñà



Ï. Áîÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè 9âúâåäåíè AMLI ìåòîäèòå. Òóê çà ïúðâè ïúò ñà ïîëó÷åíè îïòèìàëíè îöåíêè, çàêîèòî íå ñå ïðåäïîëàãà äîïúëíèòåëíà ðåãóëÿðíîñò íà ðåøåíèåòî íà äè�åðåíöè-àëíîòî óðàâíåíèå. Êàêòî è â äðóãè äÿëîâå íà ìàòåìàòèêàòà, íàïúëíî çàñëóæåíîìîæåì äà ãîâîðèì çà áúëãàðñêà øêîëà â îáëàñòòà íà îïòèìàëíèòå àëãåáðè÷-íè èòåðàöèîííè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè. Îñíîâíè ïðèíîñè â òîâà íàïðàâëåíèå ñàïóáëèêóâàíè â ðàáîòèòå íà Ï. Âàñèëåâñêè, �. Ëàçàðîâ, Ñ. Ìàðãåíîâ.Ìåòîäîëîãèÿ íà èçñëåäâàíåòîÏîíÿòèÿòà èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò è ñêîðîñò íà ñõîäèìîñò ñà îñíîâíè â ìå-òîäîëîãèÿòà íà èçñëåäâàíå â äèñåðòàöèÿòà. Ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè èìàò êîíñ-òðóêòèâåí õàðàêòåð, êàòî âñè÷êè ïðåäëîæåíè è èçñëåäâàíè ìåòîäè èìàò ÿñíààëãîðèòìè÷íà ñòðóêòóðà.Ìåòîäúò íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå å â îñíîâàòà íà ñúâðå-ìåííèòå èòåðàöèîííè ìåòîäè. Íåãîâàòà å�åêòèâíîñò ñå îïðåäåëÿ îò ñêîðîñòòàíà ñõîäèìîñò è èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò íà ðåøàâàíåòî íà ñèñòåìà ñ ïðåîáóñ-ëîâèòåëÿ. Ñïåêòðàëíîòî ÷èñëî íà îáóñëîâåíîñò κ(C−1A) íà ïðîåáóñëîâåíàòàìàòðèöà å ìÿðêà çà ñêîðîñòòà íà ñõîäèìîñò íà ìåòîäà. Òàêà íàïðèìåð, çà îïòè-ìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè κ(C−1A) = O(1) è áðîÿò íà èòåðàöèèòå, äîñòàòú÷íèçà ïîëó÷àâàíå íà ðåøåíèå ñ ïðåäâàðèòåëíî çàäàäåíà òî÷íîñò, å îãðàíè÷åí îòêîíñòàíòà, êîÿòî íå çàâèñè îò ðàçìåðíîñòòà íà äèñêðåòíàòà çàäà÷à.Â ñëó÷àÿ íà ìíîãîíèâîâè ïðåîáóñëîâèòåëè, ÷èñëîòî íà îáóñëîâåíîñò çàâèñèîò êîíñòàíòàòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà Êîøè-Áóíÿêîâñêè-Øâàðö (ÊÁØ).Â äèñåðòàöèÿòà ñà ïðåäñòàâåíè íîâè îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè. Èçïîë-çâàíèÿò àïàðàò íà èçñëåäâàíå âêëþ÷âà êîíñòðóèðàíå íà ñïåêòðàëíî åêâèâà-ëåíòíè ïðèáëèæåíèÿ çà ñïåöèàëíè êëàñîâå ìàòðèöè, âúçíèêâàùè â ïðîöåñà íàìíîãîíèâîâà �àêòîðèçàöèÿ è ïîëó÷àâàíå íà íîâè ðàâíîìåðíè îöåíêè íà êîíñ-òàíòàòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ. Íàïðàâåíà å ïðîãðàìíà ðåàëèçàöèÿíà ïðåäñòàâåíèòå â äèñåðòàöèÿòà ìåòîäè è àëãîðèòìè, ïðîâåäåíè ñà ÷èñëåíèåêñïåðèìåíòè è ñà àíàëèçèðàíè ïîëó÷åíèòå ÷èñëåíè ðåçóëòàòè.



10 ÓâîäÖåëè íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóäÎñíîâíèòå öåëè íà èçñëåäâàíèÿòà â äèñåðòàöèÿòà ñà:
• �àçðàáîòâàíå è èçñëåäâàíå íà îïòèìàëíè ïðåîáóñëîâèòåëè îò êëàñà íààëãåáðè÷íèòå ìíîãîíèâîâè ìåòîäè (AMLI) çà äâóìåðíè ïàðàáîëè÷íè çà-äà÷è, äèñêðåòèçèðàíè ñ ëèíåéíè íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð.
• �àçðàáîòâàíå è èçñëåäâàíå íà îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà äâóìåð-íè åëèïòè÷íè çàäà÷è â ñìåñåíà �îðìà, äèñêðåòèçèðàíè ñ íåêîí�îðìíèêðàéíè åëåìåíòè.
• Ñúçäàâàíå íà ñúñòàâåí ìåòîä çà íåñòàöèîíàðíèòå óðàâíåíèÿ íà Íàâèå-Ñòîêñ, îñíîâàí íà îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ïðåîáóñëîâèòåëè çà ñèñòåìèòå,ïîëó÷åíè ïðè óñòîé÷èâà ëîêàëíî êîíñåðâàòèâíà äèñêðåòèçàöèÿ ñ íåêîí-�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè.�àáîòàòà ïî äèñåðòàöèÿòà èìà çà öåë, êàêòî òåîðåòè÷íî èçñëåäâàíå íà ïðåä-ëîæåíèòå ìåòîäè, òàêà è ïðîãðàìíà ðåàëèçàöèÿ è àíàëèç íà ðåçóëòàòèòå îò÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè.Ñúäúðæàíèå íà äèñåðòàöèÿòà�ëàâà 1. ÂúâåäåíèåÏúðâàòà ãëàâà èìà âúâåæäàù õàðàêòåð. Â íà÷àëîòî íàêðàòêî ïðåäñòàâÿìåìåòîäà íà êðàéíèòå åëåìåíòè è íåãîâè îñíîâíè ñâîéñòâà. �àçäåë 1.2 å ïîñâåòåííà èòåðàöèîííè ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ ñ ðàçðåäå-íè ìàòðèöè. Ïðåäñòàâåí å ìåòîäúò íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå èîöåíêà çà íåãîâàòà ñêîðîñò íà ñõîäèìîñò ñ ïîìîùòà íà ÷èñëîòî íà îáóñëîâå-íîñò íà ìàòðèöàòà íà ñèñòåìàòà. Ôîðìóëèðàíà å ñòðàòåãèÿ çà êîíñòðóèðàíå íàå�åêòèâíè ïðåîáóñëîâèòåëè è óñëîâèÿ çà îïòèìàëíîñò.



Ï. Áîÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè 11Â �àçäåë 1.3 å íàïðàâåíî âúâåäåíèå â òåîðèÿòà íà îïòèìàëíèòå àëãåáðè÷íèìíîãîíèâîâè ìåòîäè. Ìíîãîíèâîâèòå ìåòîäè ïðåäñòàâëÿâàò ðåêóðñèâíî îáîáùå-íèå íà ñúîòâåòíèòå äâóíèâîâè ìåòîäè, êîèòî ñå ïîëó÷àâàò ÷ðåç äâóíèâîâî ðàç-äåëÿíå íà êðàéíî-åëåìåíòíîòî ïðîñòðàíñòâî. Òàêèâà ìåòîäè ñà êîíñòðóèðàíèïúðâî çà ëèíåéíè êîí�îðìíè åëåìåíòè, çà êîèòî ñúîòâåòíèòå êðàéíî-åëåìåíòíèïðîñòðàíñòâà ñà âëîæåíè. Çà êà÷åñòâîòî íà åäíî äâóíèâîâî ðàçäåëÿíå ìîæå äàñå ñúäè îò êîíñòàíòàòà γ â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà Êîøè-Áóíÿêîâñêè-Øâàðö(ÊÁØ), êîÿòî ó÷àñòâà â îöåíêàòà çà ÷èñëîòî íà îáóñëîâåíîñò íà ïðåîáóñëîâåíà-òà ìàòðèöà. Èíòåðåñíè ñà òàêèâà ðàçäåëÿíèÿ, çà êîèòî èìà ðàâíîìåðíà îöåíêàçà êîíñòàíòàòà γ. Ïðåäñòàâåí å îñíîâåí ïîäõîä çà àíàëèç íà êîíñòàíòàòà â óñè-ëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ ÷ðåç ëîêàëíè îöåíêè.�ëàâà 2. Ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà ëèíåéíè ïàðàáîëè÷íè çàäà÷èÂ �àçäåë 2.1 ñà ïðåäñòàâåíè ïîñòàíîâêà íà äâóìåðíà åëèïòè÷íà è ïàðàáî-ëè÷íà çàäà÷è è äèñêðåòèçàöèÿòà èì ñ ìåòîä íà êðàéíèòå åëåìåíòè. Â ñòðóêòó-ðàòà íà ìàòðèöàòà íà ñèñòåìàòà íà äèñêðåòíàòà ïàðàáîëè÷íà çàäà÷à ó÷àñòâàòìàòðèöà íà êîðàâèíà è ìàòðèöà íà ìàñàòà. Ïðåäëîæåíèòå â òàçè ãëàâà ìíîãîíè-âîâè ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè îò òîçè âèä, ïîëó÷åíè ïðè äèñêðåòèçàöèÿ ñêðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð, ñå îñíîâàâàò íà òàêà íàðå÷åíèòå �di�eren
esand aggregates� � DA (�ðàçëèêè è àãðåãàòè�) è ��rst redu
e� � FR (�ïúðâîíà÷àë-íî èçêëþ÷âàíå�) òåõíèêè çà äâóíèâîâè éåðàðõè÷íè ðàçäåëÿíèÿ çà åëèïòè÷íèçàäà÷è. Òåçè òåõíèêè, êàêòî è îöåíêè çà êîíñòàíòàòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâîíà ÊÁØ çà ðàçäåëÿíå íà ìàòðèöè íà êîðàâèíà, ïðåäñòàâÿìå â �àçäåë 2.2, àâ �àçäåë 2.3 å îïèñàí ïðåîáóñëîâèòåë çà âîäåùèÿ äèàãîíàëåí áëîê â áëî÷íàòà�àêòîðèçàöèÿ íà ñúîòâåòíàòà éåðàðõè÷íà ìàòðèöà.Â �àçäåë 2.4 å èçâåäåíà îöåíêà çà êîíñòàíòàòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íàÊÁØ çà DA ðàçäåëÿíå íà ìàòðèöàòà íà ìàñàòà. Íàïðàâåí å òåîðåòè÷åí àíàëèçíà äâóíèâîâî ðàçäåëÿíå çà äèñêðåòíàòà ïàðàáîëè÷íà çàäà÷à è ñà ïðåäëîæåíèäâà ïîäõîäà çà êîíñòðóèðàíå íà îïòèìàëåí ìíîãîíèâîâ ïðåîáóñëîâèòåë.



12 Óâîä�àçäåë 2.5 å ïîñâåòåí íà îáîáùåíèå íà ðîáàñòíè ïðåîáóñëîâèòåëè çà ïà-ðàáîëè÷íè çàäà÷è, äèñêðåòèçèðàíè ñ ïîìîùòà íà êîí�îðìíè è íåêîí�îðìíèêðàéíè åëåìåíòè. Íàïðàâåíî å ñðàâíåíèå â òåðìèíèòå íà îöåíêè çà êîíñòàíòà-òà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ γ. Ïðåäñòàâåíè ñà ÷èñëåíè ðåçóëòàòè çàïîâåäåíèåòî íà ñòîéíîñòèòå íà γ â ñëó÷àÿ íà ìðåæîâà (è åêâèâàëåíòíî, êîå�è-öèåíòíà) àíèçîòðîïèÿ.Â �àçäåë 2.6 äå�èíèðàìå äâå çàäà÷è, ÷ðåç êîèòî ÷èñëåíî èçñëåäâàìå ïîâåäå-íèåòî íà ïðåäëîæåíèòå ìíîãîíèâîâè ïðåîáóñëîâèòåëè çà ïàðàáîëè÷íè çàäà÷è.Ïúðâàòà çàäà÷à öåëè äà èëþñòðèðà âúçäåéñòâèåòî íà ìðåæîâàòà àíèçîòðîïèÿâúðõó ñõîäèìîñòòà íà èòåðàöèîííèòå ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà ðàçãëåæäàíèòåñèñòåìè, à âòîðàòà äåìîíñòðèðà ïîâåäåíèåòî íà ìíîãîíèâîâèòå ìåòîäè ïðè ðå-øàâàíå íà íåñòàöèîíàðíà çàäà÷à ñ ïðåêúñíàòî íà÷àëíî óñëîâèå. Ïðîâåäåíè ñà÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè ñ íåëèíååí AMLI ïðåîáóñëîâèòåë çà DA è FR ðàçäåëÿíåè íÿêîëêî ñëó÷àÿ íà ñòåïåí íà ñòàáèëèçèðàùèÿ ïîëèíîì.�ëàâà 3. Ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà ãðà�-ëàïëàñèàíè ñ òåãëàÂ �àçäåë 3.1 å ïðåäñòàâåíà ïîñòàíîâêà íà åëèïòè÷íà çàäà÷à â ñìåñåíà �îð-ìà çà âåêòîðíàòà �óíêöèÿ íà ñêîðîñòòà è ñêàëàðíàòà �óíêöèÿ íà íàëÿãàíåòî,êàêòî è ñèñòåìàòà îò ëèíåéíè àëãåáðè÷íè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åíà êàòî ðåçóëòàòîò ïðèëàãàíå íà ÌÊÅ.�àçãëåæäàìå äèñêðåòèçàöèÿ ñ êîìáèíàöèÿ îò íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåí-òè íà Êðîçå-�àâèàð è íà ÷àñòè êîíñòàíòè. Â òîçè ñëó÷àé íåèçâåñòíèòå íà ñêî-ðîñòèòå ìîãàò äà áúäàò èçêëþ÷åíè òî÷íî è çàäà÷àòà ñå ñâåæäà äî çàäà÷à çàðåøàâàíå íà ñèñòåìà çà íàëÿãàíåòî. Âèäúò íà ìàòðèöàòà íà ñèñòåìàòà å èçâå-äåí â �àçäåë 3.2, êàòî òÿ èìà ñòðóêòóðà íà ãðà�-ëàïëàñèàí ñ òåãëà.Â �àçäåë 3.3 ïðåäëàãàìå ñåìåéñòâî éåðàðõè÷íè ðàçäåëÿíèÿ çà ìàòðèöàòà íàíàëÿãàíåòî, îñíîâàíè íà ïðåäñòàâÿíåòî �è êàòî ñóìà îò ñïåöèàëíî âúâåäåíè ëî-êàëíè ìàêðîåëåìåòíè ìàòðèöè, àñîöèèðàíè ñúñ ñòðàíè íà åëåìåíòè îò ãðóáàòàìðåæà. Èçâåäåíèòå â òîçè ðàçäåë îöåíêè çà êîíñòàíòàòà â óñèëåíîòî íåðàâåí-



Ï. Áîÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè 13ñòâî íà ÊÁØ çà ñëó÷àÿ íà òðèàíãóëàöèÿ ñ ïðàâîúãúëíè òðèúãúëíè êðàéíèåëåìåíòè, ñà ðàâíîìåðíè îòíîñíî ðàçìåðíîñòòà íà çàäà÷àòà.Îñíîâåí àñïåêò â êîíñòðóèðàíåòî íà îïòèìàëíè AMLI ïðåîáóñëîâèòåëè åäå�èíèðàíåòî íà ïîäõîäÿùè àïðîêñèìàöèè íà âîäåùèòå äèàãîíàëíè áëîêîâå âìíîãîíèâîâàòà �àêòîðèçàöèÿ. Â �àçäåë 3.4 å ïðåäëîæåí è èçñëåäâàí ïðåîáóñ-ëîâèòåë çà òåçè áëîêîâå, îñíîâàí íà ïîëèíîìèàëíà àïðîêñèìàöèÿ íà îáðàòíàìàòðèöà. Êîíñòðóêöèÿòà çàïàçâà ëèíåéíîñòòà â ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíòñ ïðåîáóñëàâÿíå.Â �àçäåë 3.5 å ïðîâåäåí ñèñòåìåí ÷èñëåí àíàëèç íà ïðåäëîæåíèòå òåõíèêèçà ìíîãîíèâîâî ïðåîáóñëàâÿíå íà ãðà�-ëàïëàñèàíè ñ òåãëà. Ïîñëåäîâàòåëíî ñàèçñëåäâàíè ñâîéñòâàòà íà éåðàðõè÷íîòî ðàçäåëÿíå è ïîëèíîìèàëíàòà àïðîêñè-ìàöèÿ íà âîäåùèòå äèàãîíàëíè áëîêîâå.�ëàâà 4. Ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà óðàâíåíèÿòà íà Íàâèå-ÑòîêñÂ �ëàâà 4 å ðàçðàáîòåí àëãîðèòúì çà ðåøàâàíå íà íåñòàöèîíàðíèòå óðàâíå-íèÿ íà Íàâèå-Ñòîêñ, îñíîâàí íà îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè. Ïðèáëèæåíîðåøåíèå íà çàäà÷àòà çà òå÷åíèå íà �ëóèä òúðñèì ñ ïîìîùòà íà ïðîåêöèîíåí ìå-òîä, êîéòî å îïèñàí â �àçäåë 4.1. Èçïîëçâàíàòà äèñêðåòèçàöèÿ ñ íåêîí�îðìíèêðàéíè åëåìåíòè îñèãóðÿâà óñòîé÷èâîñò è ëîêàëíà êîíñåðâàòèâíîñò.Â �àçäåë 4.2 ðàçãëåæäàìå ïîäðîáíî ñòðóêòóðàòà íà ñèñòåìèòå, âúçíèêâàùèíà êîíâåêòèâíî-äè�óçèîííàòà è ïðîåêöèîííàòà ñòúïêè â ïðîåêöèîííèÿ ìåòîä.Ïðèëîæåíèåòî íà ìíîãîíèâîâèòå ïðåîáóñëîâèòåëè, ðàçðàáîòåíè â �ëàâà 2 è �ëà-âà 3, âîäè äî ñúñòàâåí ìåòîä çà íåñòàöèîíàðíàòà çàäà÷à ñ îïòèìàëíà ñëîæíîñò.×èñëåí àíàëèç íà ñâîéñòâàòà íà ïðåäëîæåíèÿ ñúñòàâåí àëãîðèòúì å ïðåäñòà-âåí â �àçäåë 4.3. �àçãëåæäàìå çàäà÷àòà çà òå÷åíèå, ïðåäèçâèêàíî îò äâèæåíèåíà áåçêðàåí êàïàê ïî ïîâúðõíîñòòà íà êîíòåéíåð ïúëåí ñ �ëóèä. Ïîëó÷åíèòåðåçóëòàòè çà ñõîäèìîñòòà íà èòåðàöèîííèòå ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìèòåâ ïðåäëîæåíèÿ àëãîðèòúì ïîòâúðæäàâàò íåãîâàòà ÷èñëåíà å�åêòèâíîñò.
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• P. Boyanova, S. Margenov, Robust Multilevel Methods for Ellipti
 and Paraboli
Problems, invited 
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 partial di�erential equations, Bentham S
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• Öåíòúð çà âúðõîâè íàó÷íè ïîñòèæåíèÿ �Ñóïåðêîìïþòúðíè ïðèëîæåíèÿ�,�îíä �Íàó÷íè èçñëåäâàíèÿ�, ÄÎ02-115/2008
• Ìåòîäè, àëãîðèòìè è ñî�òóåðíè ñðåäñòâà çà çàäà÷è ñ ãîëÿìà ðàçìåðíîñòè éåðàðõè÷íè êîìïþòúðíè ìîäåëè, �îíä �Íàó÷íè èçñëåäâàíèÿ�, ÄÎ02-147/2008
• �àçâèòèå íà ìåòîäèòå íà ìåõàíèêàòà íà íåïðåêúñíàòè ñðåäè ÷ðåç ÷èñëå-íè è àíàëèòè÷íè ïðèëîæåíèÿ íà âàðèàöèîííè ïðèíöèïè ,�îíä �Íàó÷íèèçñëåäâàíèÿ�, ÄÎ02-338/2008
• Àäàïòèâíè è éåðàðõè÷íè àëãîðèòìè â ìåòîäà íà êðàéíèòå åëåìåíòè, �îíä�Íàó÷íè èçñëåäâàíèÿ�, VU-MI-202/2006
• Finite element pre
onditioners for algebrai
 problems as arising in modellingof multiphase mi
rostru
tures, 2009/2011, Swedish Resear
h Coun
il (VR)ÁëàãîäàðíîñòèÏîäíàñÿì íàé-ñúðäå÷íà áëàãîäàðíîñò íà íàó÷íèÿ ñè ðúêîâîäèòåë ïðî�. äìíÑâåòîçàð Ìàðãåíîâ çà ïîñòîÿííîòî âíèìàíèå, ñúäåéñòâèåòî, êàêòî è ïîëçîò-âîðíàòà ñúâìåñòíà ðàáîòà ïî ðàçðàáîòâàíèòå òåìè.Äúëáîêî ñúì áëàãîäàðíà íà äîö. Ìàÿ Íåé÷åâà, ä-ð Èâàí �åîðãèåâ,ä-ð Johannes Kraus, ïðî�. Ëþäìèë Çèêàòàíîâ è ïðî�. Ïåòúð Ìèíåâ çà îêàçàíà-òà ïîìîù è ïîëåçíèòå äèñêóñèè íà ðàçëè÷íè åòàïè îò ðàáîòàòà ïî äèñåðòàöèÿòà.Ñúùî òàêà áëàãîäàðÿ è íà êîëåãèòå îò ÈÈÊÒ-ÁÀÍ çà ïîäêðåïàòà è ñòèìóëè-ðàùàòà òâîð÷åñêà àòìîñ�åðà.Áëàãîäàðíà ñúì çà îêàçàíàòà ïîäêðåïà â ðàìêèòå íà öèòèðàíèòå íàó÷íèïðîåêòè ÄÎ02-115/2008, ÄÎ02-147/2008, ÄÎ02-338/2008 è VU-MI-202/2006 êúì
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�ëàâà 1
ÂúâåäåíèåÍàñòîÿùàòà ãëàâà èìà âúâåæäàù õàðàêòåð. Òóê ñå ïðàâè âúâåäåíèå â ïðåäìåò-íàòà îáëàñò íà èçñëåäâàíèÿòà â äèñåðòàöèÿòà, îáîáùàâàò ñå èçâåñòíè �àêòè,èçïîëçâàíè íà ðàçëè÷íè åòàïè îò èçëîæåíèåòî íà ïðåäñòàâåíèòå ïî-êúñíî ðå-çóëòàòè. Ñòðóêòóðàòà íà âúâåäåíèåòî ñëåäâà äóõà íà [60℄.Öåëòà íà äèñåðòàöèÿòà å ðàçðàáîòâàíåòî íà å�åêòèâíè èòåðàöèîííè àëãî-ðèòìè çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè, ïîëó÷åíè ÷ðåç äèñêðåòèçàöèè ïî ÌÊÅ ñ íåêîí-�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè. Â ñëåäâàùèòå ðàçäåëè íà êðàòêî ïðåäñòàâÿìå îñíîâ-íè ðåçóëòàòè çà ìåòîäà íà êðàéíèòå åëåìåíòè, âúâåæäàìå ïîíÿòèåòî íåêîí�îð-ìíè êðàéíè åëåìåíòè, ïðàâèì îïèñàíèå íà ìåòîäèòå íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò,ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå è îáîáùåíèÿ ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäè-åíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå. �àçðàáîòåíèòå è ïðåäñòàâåíè â íàñòîÿùèÿ òðóä îïòèìàëíèïðåîáóñëîâèòåëè ñå îñíîâàâàò íà êîíñòðóèðàíåòî íà ìíîãîíèâîâè ðàçäåëÿíèÿ.Ïî-äîëó îïèñâàìå òîçè ïîäõîä, êàêòî è åäèí îñíîâåí ìåòîä çà íåãîâèÿ àíàëèç� èçâåæäàíåòî íà ëîêàëíè îöåíêè.1.1 Ìåòîä íà êðàéíèòå åëåìåíòèÌåòîäúò íà êðàéíèòå åëåìåíòè å âàðèàíò íà êëàñè÷åñêèÿ ìåòîä íà �èö, ïðèêîéòî êðàéíî-ìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî íà òúðñåíå íà åêñòðåìóìà íà �óíêöèîíàëà,19



20 Âúâåäåíèåäå�èíèðàí ÷ðåç âàðèàöèîííàòà �îðìóëèðîâêà ía çàäà÷àòà, å íà ÷àñòè ïîëèíî-ìèàëíî.ÌÊÅ âúçíèêâà â èíæåíåðíàòà ïðàêòèêà êàòî ìåòîä çà ðåøàâàíå íà çàäà÷èâ ìåõàíèêà íà êîíñòðóêöèèòå. Ñêîðî ñòàâà ÿñíî, ÷å ìåòîäúò èìà ìíîãî ïî-îáùõàðàêòåð è äíåñ òîé å ñðåä îñíîâíèòå ñðåäñòâà çà ÷èñëåíî ðåøàâàíå íà äè�åðåí-öèàëíè óðàâíåíèÿ [4, 10, 36, 41℄, íàëîæèëî ñå ïîðàäè åëåãàíòíàòà ìàòåìàòè÷åñ-êà �îðìóëèðîâêà è ïîðàäè øèðîêàòà óïîòðåáà çà ÷èñëåíî ðåøàâàíå íà âàæíè(êëàñîâå îò) çàäà÷è ñ ïðèëîæåíèÿ â òåõíè÷åñêèòå, ìåäèöèíñêè, åñòåñòâåíè èäðóãè íàóêè.Íåêà ðàçãëåäàìå åëèïòè÷íàòà ãðàíè÷íà çàäà÷à
−∇ · (a(x)∇u(x)) = f(x) x ∈ Ω,(1.1.1à)

u = 0 x ∈ ΓD,(1.1.1á)
(a(x)∇u(x)) · n = 0 x ∈ ΓN ,(1.1.1â)çà íåèçâåñòíàòà ñêàëàðíà �óíêöèÿ u(x) êúäåòî Ω å ìíîãîúãúëíà (ìíîãîñòåííà)îáëàñò â äâóìåðíîòî èëè òðèìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî R

d, d = 2, 3, à f(x) ∈ L2(Ω)å äàäåíà �óíêöèÿ. Ïðåäïîëàãàìå, ÷å êîå�èöèåíòíàòà ìàòðèöà a(x) â (1.1.1) åñèìåòðè÷íà, ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà â Ω, ò.å., ñú-ùåñòâóâàò ïîëîæèòåëíè êîíñòàíòè c1 è c2, òàêà ÷å,(1.1.2) c1‖v‖2 ≤ vTa(x)v ≤ c2‖v‖2 ∀v ∈ R
d, ∀x ∈ Ω.Ñ n å îçíà÷åíà âúíøíàòà íîðìàëà êúì ãðàíèöàòà Γ = ∂Ω. �ðàíèöàòà å ðàçäå-ëåíà íà äâå íåïðåñè÷àùè ñå ÷àñòè, Γ = ΓD ∪ ΓN , âúðõó êîèòî èìà íàëîæåíèñúîòâåòíî ãðàíè÷íè óñëîâèÿ íà Äèðèõëå è Íîéìàí.Âàðèàöèîííàòà �îðìóëèðîâêà íà çàäà÷à (1.1.1) ñå çàïèñâà âúâ âèäà: Çà äà-äåíà äÿñíà ÷àñò f ∈ L2(Ω) òúðñèì u ∈ V, òàêà ÷å
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A(u, v) = F(v) ∀v ∈ V,(1.1.3à)
A(u, v) :=

∫

Ω

a(x)∇u(x) · ∇v(x) dx,(1.1.3á)
F(v) :=

∫

Ω

f(x) v(x) dx,(1.1.3â)
V := H1

D(Ω) ≡ {v ∈ H1(Ω) : v = 0 âúðõó ΓD}.(1.1.3ã)Ïðèáëèæåíî ðåøåíèå íà âàðèàöèîííàòà çàäà÷à (1.1.3) òúðñèì â ïîäõîäÿùîêðàéíî-ìåðíî ïîäïðîñòðàíñòâî íà V. Ìåòîäúò íà êðàéíèòå åëåìåíòè å òåõíèêàçà èçáîð íà òàêèâà ïîäïðîñòðàíñòâà. Íåêà Ω å ìíîãîúãúëíà îáëàñò, ðàçäåëåíà íàêðàåí áðîé ïîäîáëàñòè, íàðå÷åíè êðàéíè åëåìåíòè. Åëåìåíòèòå e íà òîâà ðàç-äåëÿíå (òðèàíãóëàöèÿ) Th, íàðè÷àíî îùå êðàéíî-åëåìåíòíà ìðåæà, îáèêíîâåíîèìàò ïðîñòà �îðìà, íàïðèìåð òðèúãúëíèöè èëè ÷åòèðèúãúëíèöè â äâóìåðíèÿñëó÷àé. Ìðåæà, çà êîÿòî âñè÷êè åëåìåíòè e ñà (ãåîìåòðè÷íî) åäíàêâè, íàðè÷à-ìå ðàâíîìåðíà. ×èñëîòî h := maxe∈Th
he, êúäåòî he å õàðàêòåðíèÿò ðàçìåð íàåëåìåíòà e, ñå íàðè÷à õàðàêòåðåí ðàçìåð íà ìðåæàòà (èëè ìðåæîâ ïàðàìåòúð).Íàé-÷åñòî èçïîëçâàíèòå â ÌÊÅ ïîäïðîñòðàíñòâà Vh ñúäúðæàò íà ÷àñòè ïî-ëèíîìè. Íåêà ñ C0(Ω) å îçíà÷åíî ïðîñòðàíñòâîòî îò íåïðåêúñíàòè �óíêöèè,äå�èíèðàíè âúðõó Ω. Òîãàâà, ïðè ïðåäïîëîæåíèå, ÷å

Vh := {v : v|e ∈ Pr(e) ∀e ∈ Th},
Pr(e) := {w : w å ïîëèíîì îò ñòåïåí íàé-ìíîãî r âúðõó e} ∀e ∈ Th,ñëåäíîòî óñëîâèå íà íåïðåêúñíàòîñò å â ñèëà, âæ. íàïð. [56℄:(1.1.4) Vh ⊂ H1(Ω) òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî Vh ⊂ C0(Ω).Èäåÿòà â ÌÊÅ å äà çàìåíèì áåçêðàéíî-ìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî V â (1.1.3) ñ

Vh, ò.å., äà ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà: Äà ñå íàìåðè uh ∈ Vh òàêà ÷å(1.1.5) Ah(uh, vh) = Fh(vh) ∀vh ∈ Vh,êúäåòî â ñëó÷àÿ íà ñêàëàðíà åëèïòè÷íà çàäà÷à, Ah(·, ·) è Fh(·) ñå äå�èíèðàò



22 Âúâåäåíèåêàòî
Ah(uh, vh) ≡ A(uh, vh) :=

∫

Ω

a(x)∇uh(x) · ∇vh(x) dx,(1.1.6à)
Fh(vh) ≡ F(vh) :=

∫

Ω

f(x) vh(x) dx.(1.1.6á)Âñåêè ÌÊÅ ñ íà ÷àñòè ïîëèíîìè, êîèòî ïðèíàäëåæàò íà Ñîáîëåâîòî ïðîñò-ðàíñòâî çà êîåòî å äå�èíèðàíà âàðèàöèîííàòà çàäà÷à, ò.å., Vh ⊂ V, ñå íàðè÷àêîí�îðìåí ìåòîä, [36℄. Êîãàòî òåñòîâèòå �óíêöèè vh ñà îò ñúùîòî ïðîñòðàíñò-âî Vh â êîåòî ñå òúðñè (ïðèáëèæåíîòî) ðåøåíèå uh, ÌÊÅ ñå íàðè÷à ñòàíäàðòåíìåòîä íà �àëüîðêèí.Ïðè ïðåäïîëîæåíèå, ÷å Vh ⊂ V, ðàçëèêàòà ìåæäó (1.1.5) è (1.1.3à) äàâàðàâåíñòâîòî(1.1.7) A(u− uh, vh) = 0, ∀vh ∈ Vh,êîåòî ÷åñòî ñå íàðè÷à îðòîãîíàëíîñò íà �àëüîðêèí. Òî ïîêàçâà, ÷å êðàéíî-åëåìåíòíîòî ðåøåíèå uh å ïðîåêöèÿ íà òî÷íîòî ðåøåíèå u âúðõó Vh îòíîñíîñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå 〈v, w〉A := A(v, w) (äå�èíèðàíî â V). Ñ äðóãè äóìè,
uh å åëåìåíòúò íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå íà u â Vh â íîðìàòà, äå�èíèðàíà îòñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå A(·, ·), ò.å.,(1.1.8) ‖u− uh‖A ≤ ‖u− vh‖A çà âñÿêî vh ∈ Vh.Ïðèìåð çà êîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè ñà òàêà íàðå÷åíèòå êðàéíè åëåìåíòèíà Êóðàíò, èëè îùå êîí�îðìíè P1 åëåìåíòè, êúäåòî(1.1.9) Vh = VC

h := {v ∈ C0(Ω) : v|e ∈ P1(e) ∀e ∈ Th, v(x) = 0 x ∈ ΓD}.Êîãàòî ïðîñòðàíñòâîòî Vh, êîåòî èçïîëçâàìå çà ïðèáëèæåíî ðåøàâàíå íàâàðèàöèîííàòà çàäà÷à, íå ñå ñúäúðæà â V, ÌÊÅ ñå íàðè÷à íåêîí�îðìåí ìåòîä,ò.å., äèñêðåòèçàöèÿ ñ íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè.Äà ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà â ñëàáà �îðìà (1.1.5) çà ñëó÷àÿ íà êðàéíî-åëåìåíòíîïðîñòðàíñòâî Vh, ÷èèòî åëåìåíòè vh ñà íà ÷àñòè íåïðåêúñíàòè, íî íå óäîâëåò-



Ï. Áîÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè 23âîðÿâàò óñëîâèåòî çà íåïðåêúñíàòîñò â öÿëàòà îáëàñò, ò.å. Vh 6⊂ C0(Ω). Çà åëèï-òè÷íàòà ìîäåëíà çàäà÷à áèëèíåéíàòà �îðìà Ah(·, ·) ìîæå äà ñå äå�èíèðà êàòî(1.1.10) Ah(uh, vh) :=
∑

e∈Th

∫

e

a(e)∇uh(x) · ∇vh(x) dx.Â òîçè ñëó÷àé a(e) å íà ÷àñòè êîíñòàíòíà, ñèìåòðè÷íà , ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíàìàòðèöà, äå�èíèðàíà ÷ðåç èíòåãðàëíî óñðåäíåíè ñòîéíîñòè íà a(x) âúðõó âñåêèåëåìåíò e îò ìðåæàòà Th, ò.å.,(1.1.11) a(e) =
1

|e|

∫

e

a(x) dx ∀e ∈ Th.Òàçè �îðìóëèðîâêà äîïóñêà (ãîëåìè) ñêîêîâå íà êîå�èöèåíòèòå ïî ãðàíèöàòàìåæäó ñúñåäíè êðàéíè åëåìåíòè îò Th.Çàáåëåæêà 1.1.1 Òúé êàòî wTa(x)w > 0 çà âñåêè âåêòîð w 6= 0 çà âñÿêàòî÷êà x ∈ e, òî wTa(e)w =
1

|e|w
T

(∫

e

a(x) dx

)
w =

1

|e|

∫

e

wTa(x)w dx > 0,ò.å. a(e) å ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà.Îñâåí ãðåøêàòà îò äèñêðåòèçàöèÿ, â ñëó÷àÿ íà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåí-òè ñå ïîÿâÿâà è âòîðè èçòî÷íèê íà ãðåøêà â ÷èñëåíîòî ðåøåíèå. Òîé ñå äúëæèíà �àêòà, ÷å ðàâåíñòâîòî
Ah(u, vh) = Fh(vh) ∀vh ∈ Vhíå å íåïðåìåííî â ñèëà.Ïðèìåð çà íåêîí�îðìíè åëåìåíòè, èçïîëçâàíè çà äèñêðåòèçàöèÿ íà åëèï-òè÷íè ãðàíè÷íè çàäà÷è îò âòîðè ðåä, ñà êðàéíèòå åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð,íàðè÷àíè îùå íåêîí�îðìíè P1 åëåìåíòè, âæ. íàïð., [36℄. Êðàéíî-åëåìåíòíîòîïðîñòðàíñòâî íà Êðîçå-�àâèàð ñå äå�èíèðà êàòî

Vh = VCR
h := {v ∈ L2(Ω) : v|e ∈ P1 ∀e ∈ Th,

v å íåïðåêúñíàòà â ñðåäèòå íà ñòðàíèòå íà ∀e ∈ Th,
v å ðàâíà íà íóëà â ñðåäèòå íà ñòðàíè ïî ãðàíèöàòà ΓD},



24 ÂúâåäåíèåÈçâåñòíî å, ÷å çà åëèïòè÷íè çàäà÷è, ãðåøêàòà ïðè äèñêðåòèçàöèÿ ñ íåêîí�îð-ìíè åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð å îò ñúùèÿ ïîðÿäúê êàòî ãðåøêàòà ïðè äèñêðå-òèçàöèÿ ñ êîí�îðìè åëåìåíòè íà Êóðàíò, âæ. íàïð. [50℄.Íåçàâèñèìî îò èçáðàíîòî êðàéíî-ìåðíî ïðîñòðàíñòâî, íàìèðàíåòî íà àï-ðîêñèìàöèÿ íà ðåøåíèåòî íà ãðàíè÷íè çàäà÷è êàòî (1.1.1) ÷ðåç ÌÊÅ ñå ñâåæäàäî ðåøàâàíå íà ñèñòåìà ëèíåéíè àëãåáðè÷íè óðàâíåíèÿ ñ ãîëÿìà ðàçìåðíîñò,ïîëó÷åíè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:Íåêà ðàçãëåäàìå áàçèñ íà êðàéíî-åëåìåíòíîòî ïðîñòðàíñòâî Vh, îçíà÷åí ñ
Φ = {φ1, φ2, . . . , φN}. Òîãàâà âñÿêà �óíêöèÿ vh â Vh èìà åäèíñòâåíî ïðåäñòàâÿíå

vh =
N∑

i=1

viφiêúäåòî vi ñà ðåàëíè êîå�èöèåíòè. Çàïèñâàìå ðåøåíèåòî uh íà (1.1.5) âúâ âèäà
uh =

∑N
i=1 uiφi. Òîãàâà, çàäà÷àòà (1.1.5) å åêâèâàëåíòíà íà(1.1.12) N∑

i=1

Ah(φi, φj)ui = Fh(φj), j = 1, 2, . . . , N,êîåòî â ìàòðè÷íà �îðìà ñå çàïèñâà êàòî(1.1.13) Au = b.Òóê u = {ui}N
i=1 ∈ R

N å íåèçâåñòíèÿò âåêòîð, à äÿñíàòà ÷àñò b = {bj}N
j=1 ∈ R

Nñå äå�èíèðà êàòî(1.1.14) bj = Fh(φj) 1 ≤ j ≤ N.Áàçèñíèòå �óíêöèè φi ∈ Φ èìàò ëîêàëåí íîñèòåë è ïî êîíñòðóêöèÿ âúââñåêè ðåä îò ìàòðèöàòà íà êîðàâèíà A = {aij}N
i,j=1 ∈ R

N×N èìà ñàìî íå ãîëÿìáðîé åëåìåíòè(1.1.15) aij = Ah(φi, φj) 1 ≤ i, j ≤ N,ðàçëè÷íè îò íóëà. Ìàòðèöè, êîèòî èìàò íå ïîâå÷å îò O(1) íåíóëåâè åëåìåíòàíà ðåä, ñå íàðè÷àò ðàçðåäåíè ìàòðèöè.



Ï. Áîÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè 25Â ñëó÷àÿ íà åëèïòè÷íà áèëèíåéíà �îðìà Ah(·, ·) å â ñèëà ñëåäíîòî âàæíîñâîéñòâî
vTAv =

N∑

i,j=1

viAh(φi, φj)vj = Ah(
N∑

i=1

viφi,
N∑

j=1

vjφj)

= Ah(vh, vh) > 0 ∀v 6= 0.(1.1.16)Îñâåí òîâà, îò ñèìåòðè÷íîñòòà íà Ah(·, ·) î÷åâèäíî ñëåäâà ÷å A å ñèìåòðè÷íà,êîåòî çàåäíî ñ (1.1.16) ïîêàçâà, ÷å A å ñèìåòðè÷íà è ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà.Íåêà h å õàðàêòåðíèÿò ðàçìåð íà êâàçè-ðåãóëÿðíàòà ìðåæà Th. Òîãàâà ñëåä-íàòà îöåíêà å â ñèëà çà ñïåêòðàëíîòî ÷èñëî íà îáóñëîâåíîñò íà ìàòðèöàòà íàêîðàâèíà çà åëèïòè÷íà çàäà÷à îò âòîðè ðåä:(1.1.17) κ(A) =
λmax(A)

λmin(A)
= O(h−2).Çàáåëåæêà 1.1.2 Óñëîâèåòî çà êâàçè-ðåãóëÿðíîñò ìîæå äà ñå äå�èíèðà, íàï-ðèìåð, êàòî èçèñêâàíå çà îãðàíè÷åíîñò íà îòíîøåíèåòî íà ðàäèóñèòå íà îïè-ñàíàòà è âïèñàíàòà îêðúæíîñòè çà êðàåí åëåìåíò, âæ. íàïð. [40℄. Ïî ñúùåñ-òâî, òîâà óñëîâèå ðåãóëèðà äîïóñòèìèòå úãëè íà åëåìåíòèòå îò òðèàíãóëà-öèÿòà.Çàáåëåæêà 1.1.3 Â äèñåðòàöèÿòà ïðåäïîëàãàìå, ÷å ìðåæèòå ñà ñúñòàâåíèîò òðèúãúëíè êðàéíè åëåìåíòè.Çàáåëåæêà 1.1.4 Íà ðàçëè÷íè ìåñòà â òåêñòà èçïîëçâàìå ïîíÿòèåòî �ðàâ-íîìåðíî� ñãúñòÿâàíå íà ìðåæàòà. Ïðè íåãî âñåêè êðàåí åëåìåíò îò äàäåíàãðóáà ìðåæà ñå ðàçäåëÿ íà ÷åòèðè íîâè ãåîìåòðè÷íî åäíàêâè òðèúãúëíèêà,÷ðåç ñâúðçâàíå íà ñðåäèòå íà ñòðàíèòå ìó.



26 Âúâåäåíèå1.2 Èòåðàöèîííè ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìèñ ðàçðåäåíè ìàòðèöè1.2.1 Ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíòÍåêà ìàòðèöàòà A å ñèìåòðè÷íà è ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà. Òîãàâà çàäà÷àòàçà íàìèðàíå íà ðåøåíèåòî íà ëèíåéíàòà ñèñòåìà(1.2.18) Ax = bå åêâèâàëåíòíà íà çàäà÷àòà çà íàìèðàíå ìèíèìóìà íà �óíêöèîíàëà ψ, äå�è-íèðàí êàòî(1.2.19) ψ(x) =
1

2
xT

Ax − xTb.Â òîçè ñëó÷àé ψ(x) èìà åäèíñòâåí ìèíèìóì −1
2
bTA−1b, êîéòî ñå äîñòèãà çà

x = A−1b.Âúçìîæíà å ñëåäíàòà ïðîñòà èòåðàöèîííà ïðîöåäóðà çà ìèíèìèçèðàíå íàêâàäðàòè÷íèÿ �óíêöèîíàë ψ: Çà äàäåíî òåêóùî ïðèáëèæåíèå x(n−1), ïðåñìÿ-òàìå ðåçèäóàëà(1.2.20) r(n−1) = b− Ax(n−1) = −∇ψ(x(n−1))è òúðñèì ñëåäâàùî ïðèáëèæåíèå âúâ âèäà(1.2.21) x(n) = x(n−1) + αnr(n−1), n = 1, 2, 3, . . . ,êúäåòî αn ìèíèìèçèðà ψ(x(n−1) + αnr(n−1)). Ïî òîçè íà÷èí ïîëó÷àâàìå(1.2.22) αn =
rT
(n−1)r(n−1)

rT
(n−1)Ar(n−1)

.Òúé êàòî r(n−1) å îòðèöàòåëíèÿò ãðàäèåíò íà ψ â x(n−1), èòåðàöèîííèÿò ïðîöåñ(1.2.21)�(1.2.22) å èçâåñòåí êàòî ìåòîä íà íàé-áúðçîòî ñïóñêàíå. �ëîáàëíàòà



Ï. Áîÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè 27ìó ñõîäèìîñò ñëåäâà îò ñëåäíàòà îöåíêà çà ãðåøêàòà íà n-òîòî ïðèáëèæåíèå
x(n) (âæ. íàïð. [60℄):(1.2.23) ‖x(n) − x‖2

A
≤ ‖x(n−1) − x‖2

A

(
1 − 4

2 + κ(A) + 1/κ(A)

)
,êúäåòî ‖.‖

A
å íîðìàòà, ïîðîäåíà îò åíåðãåòè÷íîòî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå 〈·, ·〉A,ò.å., ‖x(n) − x‖2

A
= 〈(x(n) − x), (x(n) − x)〉A = (x(n) − x)TA(x(n) − x). Çà ñúæàëå-íèå ìåòîäúò íà íàé-áúðçîòî ñïóñêàíå ÷åñòî ñå ñõîæäà áàâíî, îñîáåíî êîãàòîãðàäèåíòèòå â (1.2.21) èìàò ìíîãî áëèçêè ïîñîêè. Òàçè òðóäíîñò ìîæå äà áúäåïðåîäîëÿíà, àêî íàëîæèì óñëîâèåòî íàïðàâëåíèÿòà íà òúðñåíå äà ñà âçàèìíîîðòîãîíàëíè ïî îòíîøåíèå íà åíåðãåòè÷íîòî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå, ò.å.,(1.2.24) 〈p(i),p(j)〉A = 〈p(i),Ap(j)〉 = pT

(i)Ap(j) = 0 çà i 6= j.Ìåòîäúò íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò, êîéòî ïðåäñòàâÿìå ïî-äîëó, èìà òîâà ñâîéñò-âî.Àëãîðèòúì 1.2.1 [Ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò℄ (âæ. íàïð. [49℄)
n = 0; r(0) = b − Ax(0);while (íå å èçïúëíåíî óñëîâèåòî çà ñïèðàíå íà èòåðàöèîííèÿ ïðîöåñ) do

n = n + 1if (n = 1) then
p(1) = r(0)(1.2.25) else
βn = − 〈r(n−1),p(n−1)〉A

〈p(n−1),p(n−1)〉A
(1.2.26)

p(n) = r(n−1) + βnp(n−1)(1.2.27) end
αn =

〈r(n−1), r(n−1)〉
〈p(n),p(n)〉A

(1.2.28)
x(n) = x(n−1) + αnp(n)(1.2.29)
r(n) = b− Ax(n)(1.2.30)end



28 ÂúâåäåíèåÑëåäíàòà �óíäàìåíòàëíà ëåìà å â ñèëà çà ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò:Ëåìà 1.2.1 Ñëåä èçïúëíåíèåòî íà n èòåðàöèè â ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ ãðà-äèåíò å â ñèëà:
span{p(1),p(2), . . . ,p(n)} = span{r(0), r(1), . . . , r(n−1)}(1.2.31)

= span{r(0),Ar(0), . . . ,A
n−1r(0)}

〈r(i), r(j)〉 = 0 çà i 6= j, 0 ≤ i, j ≤ n− 1,(1.2.32)
〈p(i),p(j)〉A = 0 çà i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ n.(1.2.33)Äîê à ç à ò å ë ñ ò â î. Äîêàçàòåëñòâîòî ñå èçâúðøâà ïî èíäóêöèÿ, âæ. íàïð. [60℄.Ñ ïîìîùòà íà Ëåìà 1.2.1 ìîãàò äà ñå äîêàæàò ñëåäíèòå äâå òåîðåìè (âæ.íàïð. [8, 60, 2℄)Òåîðåìà 1.2.1 �àçãëåæäàìå Àëãîðèòúì 1.2.1 ñ óñëîâèå çà ñïèðàíå íà èòåðà-öèîííèÿ ïðîöåñ r(n) = 0. Òîãàâà, (â òî÷íà àðèòìåòèêà) Ax(n) = b ñå äîñòèãàçà íÿêîå n ≤ N , êúäåòî N å ðàçìåðíîñòòà íà ñèñòåìàòà.Äîêà ç à ò å ë ñ ò â î. Òåîðåìàòà ñëåäâà îò Ëåìà 1.2.1, ïîíåæå ñúùåñòâóâàò íàé-ìíîãî N âçàèìíî îðòîãîíàëíè íåíóëåâè âåêòîðà r(n), n ≥ 0 .Òåîðåìà 1.2.1 ïîêàçâà, ÷å â òî÷íà àðèòìåòèêà ìåòîäúò íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäè-åíò äîñòèãà òî÷íîòî ðåøåíèå íà (1.2.18) ñëåä íå ïîâå÷å îò N èòåðàöèè. Êîãàòîìåòîäúò íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñå ïðèëàãà êúì ñèñòåìè óðàâíåíèÿ ñ ãîëÿìàðàçìåðíîñò, òîçè ðåçóëòàò å ñàìî ñ òåîðåòè÷íà ñòîéíîñò. Ïî-òî÷íà îöåíêà çàñêîðîñòòà íà ñõîäèìîñò íà Àëãîðèòúì 1.2.1 ñå äàâà îò ñëåäíàòà òåîðåìà:Òåîðåìà 1.2.2 Â ñèëà å íåðàâåíñòâîòî(1.2.34) it(ǫ) ≤ 1

2

√
κ(A) ln (2/ǫ) + 1,êúäåòî ñ it(ǫ) å îçíà÷åíî íàé-ìàëêîòî öÿëî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî n, çà êîåòî

n-òîòî ïðèáëèæåíèå x(n), ïðåñìåòíàòî ÷ðåç ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò



Ï. Áîÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè 29(Àëãîðèòúì 1.2.1), óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî
‖x − x(n)‖A

≤ ǫ‖x − x(0)‖A
, ∀x(0) ∈ R

N .

1.2.2 Ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíåÑïîðåä Òåîðåìà (1.2.2), áðîÿò èòåðàöèè â ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò, íå-îáõîäèìè çà äîñòèãàíå íà æåëàíà îòíîñèòåëíà òî÷íîñò, çàâèñè îò ñïåêòðàëíîòî÷èñëî íà îáóñëîâåíîñò íà ìàòðèöàòà íà ñèñòåìàòà. Â ÷àñòíîñò, îöåíêàòà (1.1.17)ïðåäïîëàãà, ÷å áðîÿò èòåðàöèè çà åëèïòè÷íè çàäà÷è îò âòîðè ðåä, ùå ðàñòå ïðî-ïîðöèîíàëíî íà O(
√
h−2) = O(

√
N).Ñ öåë ïîäîáðÿâàíå íà ñõîäèìîñòòà â ñëó÷àÿ íà ðåøàâàíå íà ëîøî îáóñëîâå-íè ñèñòåìè, ñå ïðèëàãà òàêà íàðå÷åíàòà òåõíèêà íà ïðåîáóñëàâÿíå. Ìåòîäúò íàñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå ñå å íàëîæèë êàòî ïðåäïî÷èòàí èòåðàöè-îíåí ìåòîä çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè ëèíåéíè àëãåáðè÷íè óðàâíåíèÿ ñ ðàçðåäåíèñèìåòðè÷íè è ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíè ìàòðèöè. Òîé ñå èçâåæäà, êàòî Àëãîðè-òúì 1.2.1 ñå ïðèëîæè çà òðàíñ�îðìèðàíàòà (ïðåîáóñëîâåíà) ñèñòåìà1(1.2.35) Ãx̃ = b̃,êúäåòî Ã = C

− 1

2AC
− 1

2 , x̃ = C
1

2 x, à b̃ = C
− 1

2 b. Â àëãîðèòúìà íå å íåîáõîäèìîÿâíî äà ñå èçïîëçâà ïðåäñòàâÿíåòî C = C
1

2 C
1

2 íà ïðåîáóñëîâèòåëÿ (âæ. íàïð.,[49℄), òàêà ÷å íà ïðàêòèêà ñå ðàáîòè äèðåêòíî ñúñ ñàìàòà ìàòðèöà C .1Àêî C å ñèìåòðè÷íà è ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà, òî è ïðåîáóñëîâåíàòà ìàòðèöà Ã ñúùî åòàêàâà.



30 ÂúâåäåíèåÀëãîðèòúì 1.2.2 [Ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå℄ (âæ. íàïð.[24℄)
n = 0; r(0) = b − Ax(0);while (íå å èçïúëíåíî óñëîâèåòî çà ñïèðàíå íà èòåðàöèîííèÿ ïðîöåñ) doðåøàâà ñå C z(n) = r(n)(1.2.36)

n = n + 1

γn−1 = 〈r(n−1), z(n−1)〉if (n = 1) then
p(1) = z(0)(1.2.37) else
βn =

γn−1

γn−2

(1.2.38)
p(n) = z(n−1) + βnp(n−1)(1.2.39) end

q(n) = Ap(n)(1.2.40)
αn =

γn−1

〈p(n),q(n)〉
(1.2.41)

x(n) = x(n−1) + αnp(n)(1.2.42)
r(n) = r(n−1) − αnq(n)(1.2.43)endÀëãîðèòúì 1.2.2 èçïîëçâà ïñåâäî-ðåçèäóàëèòå z(n) = C−1r(n) âìåñòî r(n), åòîçàùî â òîçè ñëó÷àé êâàäðàòè÷íèÿò �óíêöèîíàë, êîéòî ñå ìèíèìèçèðà, å(1.2.44) ψ(x̃) =

1

2
x̃T

Ãx̃ − x̃T b̃,à âìåñòî Ax = b ñå ðåøàâà ñèñòåìàòà C
− 1

2Ax = C
− 1

2 b. Ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå,ïîëó÷åíî ÷ðåç ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿò ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå, ñå ñõîæäà êúìòî÷íîòî ðåøåíèå íà îðèãèíàëíàòà ñèñòåìà (1.2.18). Òåîðåìà 1.2.2 ìîæå äà ñåïðèëîæè çà îïðåäåëÿíå íà ñêîðîñòòà íà ñõîäèìîñò è íà ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå, êàòî òîçè ïúò â îöåíêàòà (1.2.34) ó÷àñòâà ñïåêòðàë-íîòî ÷èñëî íà îáóñëîâåíîñò íà ïðåîáóñëîâåíàòà ìàòðèöà, κ = κ(C−1A).



Ï. Áîÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè 31Ìåòîäúò íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå ïðèòåæàâà íÿêîëêî âàæíèñâîéñòâà, à èìåííî:
• Ñêîðîñòòà íà ñõîäèìîñò ìîæå äà ñå ïîäîáðè ÷ðåç ïîäõîäÿù èçáîð íà ïðå-îáóñëàâÿíå.
• Àëãîðèòúìúò íå å îáâúðçàí ñ ïàðàìåòðè, êîèòî òðÿáâà äà ñå îöåíÿâàò.
• Èçèñêâàíèÿòà çà èçïîëçâàíàòà ïàìåò ñà ìàëêè: â ðåàëèçàöèÿòà íà Àëãî-ðèòúì 1.2.2 å íåîáõîäèìî äà ñå ñúõðàíÿâàò ñàìî ïåò âåêòîðà, ðàçðåäåíàòàìàòðèöà A è (�àêòîðèçèðàíî) ïðåäñòàâÿíå íà îïåðàòîðà C−1.
• Áðîÿò íà àðèòìåòè÷íèòå îïåðàöèè çà åäíà èòåðàöèÿ å ìàëúê: Àëãîðè-òúì 1.2.2 âêëþ÷âà åäíî óìíîæåíèå íà ìàòðèöà ïî âåêòîð, òðè âåêòîðíèîïåðàöèè è äâå ñêàëàðíè óìíîæåíèÿ. Îñíîâíàòà òåæåñò íà èç÷èñëåíèÿòàïàäà âúðõó ðåøàâàíåòî íà ñèñòåìè ñ ïðåîáóñëîâèòåëÿ.Îò îöåíêàòà íà ñêîðîñòòà íà ñõîäèìîñò è êîíñòðóêöèÿòà íà ìåòîäà ñëåä-âà ñëåäíàòà îáùà ñòðàòåãèÿ çà êîíñòðóèðàíå íà å�åêòèâíè ïðåîáóñëîâèòåëè(âæ. íàïð. [8, 73℄). Öåëòà å ìàòðèöàòà C â Àëãîðèòúì 1.2.2 äà óäîâëåòâîðÿâàñëåäíèòå äâå óñëîâèÿ:
• Äà ñúùåñòâóâà å�åêòèâåí àëãîðèòúì çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè ñ ïðåîáóñ-ëîâèòåëÿ C, ñ èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò ìíîãî ïî-ìàëêà îò ñëîæíîñòòà íàðåøàâàíå íà ñèñòåìè ñ îðèãèíàëíàòà ìàòðèöà, ò.å. N (C−1x) ≪ N (A−1x).
• Îòíîñèòåëíîòî ÷èñëî íà îáóñëîâåíîñò íà ïðåîáóñëîâåíàòà ìàòðèöà äà åñúùåñòâåíî ïî-ìàëêî îò òîâà íà èçõîäíàòà ìàòðèöà, ò.å., κ(C−1A) ≪ κ(A).Äå�èíèöèÿ 1.2.1 Êàçâàìå, ÷å ïðåîáóñëîâèòåëÿò C å îïòèìàëåí, êîãàòî

N (C−1x) = O(N) è κ(C−1A) = O(1), êúäåòî ñ N å îçíà÷åíà ðàçìåðíîñòòàíà ñèñòåìàòà.



32 Âúâåäåíèå1.2.3 Îáîáùåí ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëà-âÿíåÒàêà íàðå÷åíèÿò îáîáùåí ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå ïîçâî-ëÿâà èçïîëçâàíåòî íà ðàçëè÷íè (ïðîìåíÿùè ñå) ïðåîáóñëîâèòåëè íà ðàçëè÷íèèòåðàöèè, âæ. íàïð. [7, 12, 21, 22, 71℄. Â òîçè ñëó÷àé ïðåîáóñëîâèòåëÿò íå ñåïðåäñòàâÿ êàòî ëèíååí îïåðàòîð (ñèìåòðè÷íà ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà ìàòðè-öà), à ìîæå äà ñå äå�èíèðà ÷ðåç ñàìèÿ èòåðàöèîíåí ïðîöåñ.Îñíîâíàòà ðàçëèêà ïî îòíîøåíèå íà ñòàíäàðòíèÿ ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðà-äèåíò å, ÷å ïîðàäè ïî-îáùèÿ âèä íà ïðåîáóñëîâèòåëÿ, îðòîãîíàëíîñòòà íà íàï-ðàâëåíèÿòà íà òúðñåíå p(n) íå å ãàðàíòèðàíà è òðÿáâà äà ñå íàëîæè åêñïëèöèò-íî. Íåêà C[·] å ïðåîáóñëîâèòåë, ò.å. èçîáðàæåíèå îò R
N â R

N , êîéòî ìîæå äà åè íåëèíååí, à ñòúïêà (1.2.36) â Àëãîðèòúì 1.2.2 å çàìåíåíà ñ z(n) = C−1[r(n)].Òîãàâà, ïðè ïðåäïîëîæåíèå, ÷å A å ñèìåòðè÷íà è ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà, íàï-ðàâëåíèåòî íà òúðñåíå ñ íîìåð n ñå îðòîíîðìàëèçèðà ñïðÿìî mn ïðåäõîäíèíàïðàâëåíèÿ íà òúðñåíå ïî îòíîøåíèå íà åíåðãåòè÷íîòî ñêàëàðíî ïðîèçâåäå-íèå, äå�èíèðàíî îò A , ò.å.,(1.2.45) p(n) = z(n−1) −
n−1∑

j=n−mn

〈z(n−1),Ap(j)〉
〈p(j),Ap(j)〉

p(j)êúäåòî {mn}n=1,2,... ñà ïàðàìåòðè.Çàáåëåæêà 1.2.1 Ïîðàäè íåîáõîäèìîñòòà äà ñå ïàçÿò ïîâå÷å âåêòîðè è äî-ïúëíèòåëíèòå èç÷èñëåíèÿ, îáîáùåíèÿò ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðå-îáóñëàâÿíå å ïî-ñêúï îò ñòàíäàðòíèÿ ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåî-áóñëàâÿíå.



Ï. Áîÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè 33Àëãîðèòúì 1.2.3 [Îáîáùåí ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå℄(âæ. íàïð. [22, 71℄)
n = 0; r(0) = b − Ax(0);while (íå å èçïúëíåíî óñëîâèåòî çà ñïèðàíå íà èòåðàöèîííèÿ ïðîöåñ) do

z(n) = C−1[r(n)](1.2.46)
n = n + 1

p(n) = z(n−1)

q(n) = Ap(n)(1.2.47) for j = n−mn to n− 1(1.2.48)
β =

〈q(n),p(j)〉
γj

p(n) = p(n) − βp(j)

q(n) = q(n) − βq(j)end
γn = 〈p(n),q(n)〉
αn =

〈r(n),p(n)〉
γn

x(n) = x(n−1) + αnp(n)

r(n) = r(n−1) − αnq(n)endÎïåðàöèèòå îò òèï óìíîæåíèå íà ìàòðèöà ïî âåêòîð, íåîáõîäèìè çà (1.2.45) ñàñêðèòè â ñòúïêà (1.2.47) è íå ñå èçïúëíÿâàò ÿâíî â öèêúëà (1.2.48), ò.å., èçïúë-íåíèåòî íà ñòúïêà (1.2.47) ïðåäè (1.2.48) ãàðàíòèðà A-îðòîãîíàëíè íàïðàâëåíèÿíà òúðñåíå. Çàïèñàí ïî òîçè íà÷èí, çà �èêñèðàí ëèíååí îïåðàòîð C−1[·] = C−1(çà ñèìåòðè÷åí è ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåí ïðåîáóñëîâèòåë C), îïèñàíèÿò àëãî-ðèòúì ïðè mn = n−1 ñå ñâåæäà äî ñòàíäàðòíèÿ ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíòñ ïðåîáóñëàâÿíå.Îáù ðåçóëòàò çà ñõîäèìîñòòà íà îáîáùåíèÿ ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíòñ ïðåîáóñëàâÿíå å ïðåäñòàâåí â [7℄. Â [71℄ å èçâåäåíà ñëåäíàòà îöåíêà çà ñëó÷àÿíà íåëèíååí ïðåîáóñëîâèòåë, áëèçúê äî ëèíååí îïåðàòîð:



34 ÂúâåäåíèåÒåîðåìà 1.2.3 ([71℄) Íåêà A è C ñà N×N ñèìåòðè÷íè ïîëîæèòåëíî îïðåäå-ëåíè ìàòðèöè, à C−1[·] å èçîáðàæåíèå îò R
N â R

N . Íåêà ñúùî òàêà b è x(0)ñà âåêòîðè îò R
N , à r(n), x(n) ñà ðåçèäóàëèòå è ïðèáëèæåíèòå ðåøåíèÿ, ïîëó-÷åíè çà ïîñëåäîâàòåëíîñò îò èòåðàöèè íà Àëãîðèòúì 1.2.3 ñ ïðåîáóñëîâèòåë

C[·] çà ëèíåéíàòà ñèñòåìà Ax = b. Àêî çà íÿêîå n,
‖C−1[r(n)] − C−1r(n)‖C

‖C−1r(n)‖C

≤ ǫn < 1òî òîãàâà
‖x − x(n+1)‖A

‖x − x(n)‖A

≤
√

1 − 4κ(1 − ǫn)2

(κ + ǫ2n(κ− 1) + (1 − ǫn)2)2êúäåòî κ = κ(C−1A).1.3 Àëãåáðè÷åí ìíîãîíèâîâ èòåðàöèîíåí ìåòîä �AMLIÀëãåáðè÷íèÿò ìíîãîíèâîâ ïðåîáóñëîâèòåë (îò àíãëèéñêè: Algebrai
 MultiLevelIteration method � AMLI) å îïòèìàëåí ïðåîáóñëîâèòåë, ïðåäëîæåí çà ïúðâè ïúòâ [19, 20℄ çà ñëó÷àÿ íà åëèïòè÷íà çàäà÷à, äèñêðåòèçèðàíà ñ êîí�îðìíè ëèíåéíèêðàéíè åëåìåíòè. Ïî-êúñíî ìåòîäúò å îáîáùåí çà íåêîí�îðìíè äèñêðåòèçàöèè,ïðåêúñíàò ìåòîä íà �àëüîðêèí, ïðåäëîæåíè ñà è íåëèíåéíè àëãîðèòìè (âæ.íàïð. [26, 27, 28, 46, 57, 60, 63, 64, 65, 69℄ è öèòèðàíèÿòà, ïðåäñòàâåíè òàì).Íåêà A å ñèìåòðè÷íà ïîëîæèòåëíî ïîëóîïðåäåëåíà ìàòðèöà ñúñ ñëåäíîòîáëî÷íî äâå íà äâå ïðåäñòàâÿíå:(1.3.49) A =

[
A11 A12

A21 A22

]
,êúäåòî áëîêúò A11 å íåîñîáåí. Â ñèëà å ñëåäíàòà òî÷íà �àêòîðèçàöèÿ:(1.3.50) A =

[
A11

A21 S

][
I1 A−1

11 A12

I2

]
,êúäåòî S, S = A22 −A21A

−1
11 A12, å äîïúëíåíèåòî íà Øóð.
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x1

x2

] å âåêòîð ñ êîìïîíåíòè x1 è x2, ñúãëàñóâàíè ïî ðàçìåðíîñò ñ áëî÷íîòîðàçäåëÿíå (1.3.49) íà A, êàòî x2 å �èêñèðàíî. Â ñèëà å ñëåäíîòî åêñòðåìàëíîñâîéñòâî íà äîïúëíåíèåòî íà Øóð:(1.3.51) xT
2 Sx2 = min

x1

xTAx.Îò Ëåìà (1.3.1) ñëåäâà, ÷å äîïúëíåíèåòî íà Øóð S íà ñèìåòðè÷íà ïîëî-æèòåëíî îïðåäåëåíà ìàòðèöà A ñúùî å ñèìåòðè÷íà ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíàìàòðèöà.�àçëè÷íè òåõíèêè íà ïðåîáóñëàâÿíå ñå îñíîâàâàò íà àïðîêñèìèðàíå íà (íÿ-êîè îò) áëîêîâåòå â (1.3.50). Âàæíî å äà ñå îòáåëåæè, ÷å äîïúëíåíèåòî íà Øóðíà ðàçðåäåíà ìàòðèöà â îáùèÿ ñëó÷àé íå å ðàçðåäåíà ìàòðèöà. Ïðè êîíñòðóè-ðàíåòî íà å�åêòèâíè ïðåîáóñëîâèòåëè, òîçè �àêò âîäè äî íåîáõîäèìîñòòà äà ñåèçáåðå ïîäõîäÿùà àïðîêñèìàöèÿ íà S, êîÿòî äà å ðàçðåäåíà ìàòðèöà. Åäèí àë-òåðíàòèâåí íà îïèñàíèÿ ïî-äîëó è èçïîëçâàí â äèñåðòàöèÿòà èçáîð íà ïîäîáíààïðîêñèìàöèÿ, å ðàçãëåäàí íàïð. â [13, 58, 70℄.Å�åêòèâíîñòòà íà ïðåîáóñëîâèòåëèòå, îñíîâàíè íà áëî÷íà �àêòîðèçàöèÿ,ñèëíî çàâèñè îò ñâîéñòâàòà íà ðàçäåëÿíåòî (1.3.49), êîåòî ñå õàðàêòåðèçèðà ñêîíñòàíòàòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà Êîøè-Áóíÿêîâñêè-Øâàðö (ÊÁØ).1.3.1 Êîíñòàíòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íàÊîøè-Áóíÿêîâñêè-Øâàðö: ëîêàëíè îöåíêèÍåêà W = V1 × V2 å ðàçäåëÿíå íà âåêòîðíîòî ïðîñòðàíñòâî, ñúãëàñóâàíî ïîðàçìåðíîñò ñ áëî÷íîòî ïðåäñòàâÿíå (1.3.49) íà ïîëîæèòåëíî ïîëóîïðåäåëåíàòàìàòðèöà A ñ íåîñîáåí áëîê A11. Íåêà ñúùî òàêà vi ∈ Vi, i = 1, 2 è W1 = {v =

[vT
1 , 0

T ]T}, W2 = {v = [0T ,vT
2 ]T}.Êîíñòàíòàòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà Êîøè-Áóíÿêîâñêè-Øâàðö ñå äå�è-íèðà êàòî ìèíèìàëíàòà ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà γ, óäîâëåòâîðÿâàùà çà âñåêè



36 Âúâåäåíèåíåíóëåâè vi ∈ Vi, i = 1, 2, íåðàâåíñòâîòî(1.3.52) |vT
1 A12v2| ≤ γ

{
vT

1 A11v1 vT
2 A22v2

}1/2
.Òàêà äå�èíèðàíà, γ õàðàêòåðèçèðà áëî÷íîòî ðàçäåëÿíå íà ìàòðèöàòà. Êîíñ-òàíòàòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ å èíäèêàòîð çà îòíîñèòåëíàòà òåæåñò(âëèÿíèå) íà èçâúí-äèàãîíàëíèòå áëîêîâå A12 = AT

21 è ãåîìåòðè÷íî ñå èíòåðï-ðåòèðà êàòî êîñèíóñà íà àáñòðàêòíèÿ úãúë ìåæäó ïðîñòðàíñòâàòà W1 è W2.Ñëåäíèòå òðè ëåìè (âæ. íàïð. [8, 44℄) ñà îñíîâàòà çà èçâåæäàíå íà òåîðå-òè÷íè îöåíêè íà êîíñòàíòàòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà Êîøè-Áóíÿêîâñêè-Øâàðö.Ëåìà 1.3.2 Íåêà A å ñèìåòðè÷íà ïîëîæèòåëíî ïîëóîïðåäåëåíà ìàòðèöà, A11å ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà, à γ å íàé-ìàëêàòà êîíñòàíòà, çà êîÿòî å èçïúë-íåíî (1.3.52). Òîãàâà:(à) γ ≤ 1.(á) γ = 1 àêî ñúùåñòâóâà w =

[
v1

v2

]
∈ ker(A) çà êîåòî v2 6∈ ker(A22).(â) γ < 1 àêî çà âñÿêî w =

[
v1

v2

]
∈ ker(A) å èçïúëíåíî v2 ∈ ker(A22).(ã) Ïðè ïðåäïîëîæåíèÿòà âúâ (â),

γ = sup
vi∈Vi\ker(Aii), i=1,2

v1
TA12v2

(v1
TA11v1 v2

TA22v2)
1/2
.Ëåìà 1.3.3 Íåêà A å ñèìåòðè÷íà ïîëîæèòåëíî ïîëóîïðåäåëåíà ìàòðèöà, èç-ïúëíÿâàùà óñëîâèåòî (â) îò Ëåìà 1.3.2. Òîãàâà(à) (1.3.53) γ2 = sup

v2∈V2\ker(A22)

v2
TA21A

−1
11 A12v2

v2
TA22v2

.
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TSv2

vT
2A22v2

< 1,êúäåòî ëÿâîòî íåðàâåíñòâî å òî÷íî, à äÿñíîòî å òî÷íî, àêî ker(A12) 6=
{0}.Ñëåäíèÿò âàæåí ðåçóëòàò çà ëîêàëåí àíàëèç íà êîíñòàíòàòà â óñèëåíîòî íå-ðàâåíñòâî íà Êîøè-Áóíÿêîâñêè-Øâàðö, ìîæå äà ñå ïîêàæå ñ ïîìîùòà íà ãîð-íèòå äâå ëåìè (âæ. ñúùî [65℄). Íåêà ïðåäïîëîæèì, ÷å ìàòðèöàòà íà ñèñòåìàòàìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî(1.3.55) A =

∑

E∈E
AE, v =

∑

E∈E
vE ,êúäåòî AE ñà ñèìåòðè÷íè ïîëîæèòåëíî ïîëóîïðåäåëåíè ëîêàëíè ìàòðèöè, E åìíîæåñòâî îò èíäåêñè, à ñóìèðàíåòî å â ñìèñúë íà àñåìáëèðàíå. Ïî åñòåñòâåííà÷èí ãëîáàëíîòî ðàçäåëÿíå íà âåêòîðíîòî ïðîñòðàíñòâî îïðåäåëÿ äâå íà äâåáëî÷íî ïðåäñòàâÿíå íà ëîêàëíèòå ìàòðèöè AE è ñúîòâåòíèòå âåêòîðè vE ,(1.3.56) AE =

[
AE:11 AE:12

AE:21 AE:22

]
, vE =

[
vE:1

vE:2

]
.Ëåìà 1.3.4 Íåêà ëîêàëíèòå ìàòðèöè AE, E ∈ E , óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèå(â) íà Ëåìà 1.3.2. Íåêà ñúùî òàêà VE:i, i = 1, 2 å åñòåñòâåíàòà ðåñòðèêöèÿíà Vi, ïîðîäåíà îò ëîêàëíàòà ìàòðèöà AE. Òîãàâà(1.3.57) γ ≤ max

E∈E
γE < 1êúäåòî ñ γE ñìå îçíà÷èëè ëîêàëíàòà êîíñòàíòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íàÊÁØ, îòãîâàðÿùà íà AE, ò.å.,(1.3.58) γ2

E = sup
vE:2∈VE:2\ker(AE:22)

vT
E:2AE:21A

−1
E:11AE:12vE:2

vT
E:2AE:22vE:2

.Çàáåëåæêà 1.3.1 Óñëîâèå (â) íà Ëåìà 1.3.2 ãàðàíòèðà, ÷å å â ñèëà íåðàâåíñ-òâîòî γE < 1.



38 Âúâåäåíèå1.3.2 Àëãåáðè÷íè äâóíèâîâè ìåòîäè�àçãëåæäàìå àäèòèâåí (CA) è ìóëòèïëèêàòèâåí (CF ) äâóíèâîâè ïðåîáóñëîâè-òåëè â ñëåäíàòà àëãåáðè÷íà �îðìà:(1.3.59) CA =

[
A11

A22

]
,(1.3.60) CF =

[
A11

A21 A22

][
I A−1

11 A12

I

]
.Çà àäèòèâíèÿ ïðåîáóñëîâèòåë CA ñå èçïîëçâà áëî÷íî-äèàãîíàëíàòà ÷àñò íà îðè-ãèíàëíàòà ìàòðèöà, à ìóëòèïëèêàòèâíèÿò CF ñå ïîëó÷àâà êàòî äîïúëíåíèåòîíà Øóð S ñå çàìåñòè ñ áëîêà A22 â òî÷íàòà �àêòîðèçàöèÿ (1.3.50).Îòíîñèòåëíèòå ÷èñëà íà îáóñëîâåíîñò íà ãîðå äå�èíèðàíèòå äâà äâóíèâîâèìåòîäà ìîãàò äà áúäàò îöåíåíè ñ ïîìîùòà íà êîíñòàíòàòà â óñèëåíîòî íåðàâåí-ñòâî íà Êîøè-Áóíÿêîâñêè-Øâàðö, êàòî (âæ. íàïð. [2, 60℄):(1.3.61) κ

(
C−1

A A
)
≤ 1 + γ

1 − γ
,(1.3.62) κ

(
C−1

F A
)
≤ 1

1 − γ2
.Â ïî-îáùà ïîñòàíîâêà äâóíèâîâèòå ìåòîäè ìîãàò äà áúäàò äå�èíèðàíè èâúâ âèäà(1.3.63) CA =

[
C11 0

0 C22

]
,(1.3.64) CF =

[
C11 0

A21 C22

][
I1 C−1

11 A12

0 I2

]
,êàòî â òîçè ñëó÷àé îòíîñèòåëíèòå ÷èñëà íà îáóñëîâåíîñò çàâèñÿò îò àïðîêñè-ìàöèîííèòå ñâîéñòâà íà áëîêîâåòå C11 è C22 îòíîñíî A11, A22, S. Ïîâå÷å ïîä-ðîáíîñòè çà òåçè îöåíêè, êàêòî è çà äðóãè �îðìóëèðîâêè íà CA è CF ìîãàò äàáúäàò íàìåðåíè, íàïðèìåð, â [8℄ è [14℄.
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(à) �à�èíèðàíà ìðåæà Th (á) Ìàêðîåëåìåíò EÔèãóðà 1.1: �àçäåëÿíå íà âúçëèòå ïðè ïîñòðîÿâàíå íà äâóíèâîâè ïðåîáóñëîâè-òåëè çà êîí�îðìíè ëèíåéíè êðàéíè åëåìåíòè: (à) Ìðåæàòà Th å ïîëó÷åíà ÷ðåçðàâíîìåðíî ñãúñòÿâàíå íà TH ; (á) Âúçëèòå íà ìðåæàòà ðàçäåëÿìå íà äâå ãðó-ïè: ïúðâàòà ñúäúðæà âúçëèòå îò TH (ñ íîìåðà 4, 5 è 6), à âòîðàòà� âúçëèòå,äîáàâåíè ïðè ðà�èíèðàíåòî (ñ íîìåðà 1, 2 è 3)Êëàñè÷åñêàòà òåîðèÿ íà îïòèìàëíèòå äâóíèâîâè ìåòîäè çà çàäà÷è, äèñêðå-òèçèðàíè ñ ÌÊÅ, çà ïúðâè ïúò å ïðåäñòàâåíà â [14, 23℄, âæ. ñúùî [9℄. Îñíîâíàòàçàäà÷à â êîíñòðóèðàíåòî íà äâóíèâîâè ïðåîáóñëîâèòåëè, å äà ñå èçáåðå ïîäõî-äÿùî ðàçäåëÿíå íà ìàòðèöàòà íà êîðàâèíà, òàêà ÷å êîíñòàíòàòà â óñèëåíîòîíåðàâåíñòâî íà Êîøè-Áóíÿêîâñêè-Øâàðö äà å äàëå÷ îò åäèíèöà.Îáùèÿò ïîäõîä çà ïîëó÷àâàíå íà áëî÷íî äâå-íà-äâå ïðåäñòàâÿíå íà ìàòðè-öàòà íà ñèñòåìàòà ñå áàçèðà íà äå�èíèðàíåòî íà äâå âëîæåíè êðàéíî-åëåìåíòíèïðîñòðàíñòâà VH ⊂ Vh, ñúîòâåòñòâàùè íà ïîñëåäîâàòåëíè ðàâíîìåðíè ñãúñòÿ-âàíèÿ íà ìðåæàòà. Òàçè òåõíèêà å ïúðâîíà÷àëíî ïðåäëîæåíà çà ïðåîáóñëàâÿíåíà åëèïòè÷íè çàäà÷è, äèñêðåòèçèðàíè ñ êîí�îðìíè ëèíåéíè êðàéíè åëåìåíòè,êîåòî å è íàé-äîáðå èçó÷åíèÿ ñëó÷àé.Íåêà TH è Th ñà äâå ïîñëåäîâàòåëíè òðèàíãóëàöèè íà îáëàñòòà Ω, êúäåòî Thå ïîëó÷åíà ÷ðåç ðàâíîìåíî ñãúñòÿâàíå íà TH , à VH è Vh ñà ñúîòâåòíèòå êðàéíî-åëåìåíòíè ïðîñòðàíñòâà. Ñ {φ(k)

H , k = 1, 2, · · · , NH} è {φ(k)
h , k = 1, 2, · · · , Nh}îçíà÷àâàìå ñòàíäàðòíèòå áàçèñíè âúçëîâè �óíêöèè íà VH è Vh. �àçäåëÿìå âúç-ëèòå Nh íà ìðåæàòà Th íà äâå ãðóïè: ïúðâàòà ñúäúðæà âúçëèòå NH îò TH , àâòîðàòà � îñòàíàëèòå, äîáàâåíè ïðè ðà�èíèðàíåòî, âúçëè Nh\H îò Th\TH , âæ.



40 ÂúâåäåíèåÔèãóðà 1.1. Òàêà íàðå÷åíèòå éåðàðõè÷íè áàçèñíè �óíêöèè ñå äå�èíèðàò êàòî(1.3.65) {φ̃(k)
h , k = 1, 2, · · · , Nh} = {φ(l)

H âúðõó TH} ∪ {φ(m)
h âúðõó Th\TH},à ìàòðèöàòà Ãh, ñúîòâåòñòâàùàòà íà áàçèñà (1.3.65) íàðè÷àìå éåðàðõè÷íà ìàò-ðèöàòà íà êîðàâèíà. �àçäåëÿíåòî (1.3.65) äå�èíèðà áëî÷íà äâå íà äâå ñòðóê-òóðà è çà äâåòå ìàòðèöè, Ah è Ãh,(1.3.66) Ah =

[
A11 A12

A21 A22

]
}Nh\H

}NH

,(1.3.67) Ãh =

[
Ã11 Ã12

Ã21 Ã22

]
=

[
A11 Ã12

Ã21 AH

]
}Nh\H

}NH

.Èçâåñòíî å, ÷å çà ðàçãëåæäàíèÿ ñëó÷àé íà ëèíåéíè êîí�îðìíè êðàéíè åëåìåí-òè, ìàòðèöàòà, òðàíñ�îðìèðàùà âåêòîðèòå îò ñòàíäàðòåí â éåðàðõè÷åí áàçèñ,èìà âèäà(1.3.68) Jh =

[
I 0

J21 I

]
.Òðàíñ�îðìàöèÿòà íà ñòàíäàðòíàòà ìàòðèöà íà êîðàâèíà Ah â éåðàðõè÷íàòàìàòðèöà Ãh = JhAJ

T
h íå ïðîìåíÿ äîïúëíåíèåòî íà Øóð, ò.å.,(1.3.69) S = A22 − A21A

−1
11 A12 = Ã22 − Ã21Ã

−1
11 Ã12 = S̃.Â ñëó÷àÿ íà êîí�îðìíè ëèíåéíè êðàéíè åëåìåíòè, éåðàðõè÷íîòî äâóíèâî-âî ðàçäåëÿíå (1.3.67) èçïúëíÿâà óñëîâèÿòà íà Ëåìà 1.3.4. Èíäåêñèòå E îáõîæ-äàò ìíîæåñòâîòî îò ìàêðîåëåìåíòè E ∈ Th, êúäåòî ìàêðîåëåìåíòúò E ∈ Th åñúâêóïíîñòòà îò òðèúãúëíèòå êðàéíè åëåìåíòè ïîëó÷åíè ïðè ðàâíîìåðíî ðà-�èíèðàíå íà êðàåí åëåìåíò îò ãðóáàòà ìðåæà (âæ. Ôèãóðà 1.1 (á)), à AE ñàìàêðîåëåìåíòíèòå ìàòðèöè íà êîðàâèíà. Òîãàâà, ñïîðåä Ëåìà 1.3.3, ëîêàëíèòåêîíñòàíòè â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ ìîãàò äà áúäàò ïðåñìåòíàòè ïîñëåäíèÿ íà÷èí:(1.3.70) γ2

E = 1 − µ1,



Ï. Áîÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè 41êúäåòî µ1 å ìèíèìàëíîòî ñîáñòâåíî ÷èñëî íà îáîáùåíàòà ñïåêòðàëíà çàäà÷à(1.3.71) S̃EvE:2 = µAevE:2, vE:2 6= c,à cT = (c, c, · · · , c) å ïðîèçâîëåí ðåàëåí êîíñòàíòåí âåêòîð.Ëîêàëíèÿò àíàëèç å ïðèëîæèì è çà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè, êàòî âòîçè ñëó÷àé îñíîâåí ïðîáëåì å äà ñå äå�èíèðà ïî ïîäõîäÿù íà÷èí éåðàðõè÷åíáàçèñ (âæ. íàïð. [27, 46, 69℄). Ïî-ñïåöè�è÷íè òåõíèêè ñå ïðèëàãàò è çà ïðåêúñ-íàò ìåòîä íà �àëüîðêèí, íàïðèìåð â [64, 65℄. Îáùàòà ïîñòàíîâêà íà Ëåìà 1.3.4 åïðèëîæèìà â ðàçëè÷íè êîíêðåòíè ñëó÷àè è å â îñíîâàòà íà ÷àñò îò ðåçóëòàòèòåâ äèñåðòàöèÿòà.1.3.3 Ëèíåéíè è íåëèíåéíè AMLI ìåòîäèÍåêà T0 ⊂ T1 ⊂ ... ⊂ Tℓ ñà òðèàíãóëàöèè, ïîëó÷åíè ÷ðåç ïîñëåäîâàòåëíî ðàâ-íîìåðíî ñãúñòÿâàíå íà äàäåíà íà÷àëíà ìðåæà T0, ñ áðîé íà âúçëèòå ñúîòâåòíî
N0 < N1 < ... < Nℓ. Ùå èçïîëçâàìå ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ: C(k) å ïðåîáóñëîâè-òåë íà êðàéíî-åëåìåíòíà ìàòðèöà A(k), ñúîòâåòñòâàùà íà ìðåæàòà Tk, ïîëó÷åíàñëåä k ðà�èíèðàíèÿ íà T0, (0 ≤ k ≤ ℓ). Ìàòðèöèòå Ã(k) ñà éåðàðõè÷íè ìàòðè-öè íà íèâî k, ïîëó÷åíè ñ ïîìîùòà íà äâóíèâîâè éåðàðõè÷íè òðàíñ�îðìàöèèäå�èíèðàíè îò ðàçðåäåíè ìàòðèöè J (k), ò.å.,(1.3.72) Ã(k) = J (k)A(k)(J (k))T .Ìíîãîíèâîâèòå ìåòîäè ñå áàçèðàò íà äâóíèâîâè ìåòîäè. Äèðåêòíîòî ðåêóð-ñèâíî îáîáùåíèå âîäè äî êëàñ éåðàðõè÷íè ìåòîäè, çà êîèòî ÷èñëîòî íà îáóñëî-âåíîñò â îáùèÿ ñëó÷àé ðàñòå (åêñïîíåíöèàëíî) ñ óâåëè÷àâàíå íà áðîÿ íà íèâàòà
ℓ. Åòî çàùî, çà äà ñå ïîñòðîÿò ìíîãîíèâîâè ïðåîáóñëîâèòåëè ñ îïòèìàëíî ÷èñëîíà îáóñëîâåíîñò, ò.å.,

κ(C(ℓ)−1
A(ℓ)) = O(1),è îïòèìàëíà èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò (ïðîïîðöèîíàëíà íà áðîÿ íà íåèçâåñòíè-òå Nℓ íà íàé-�èíàòà ìðåæà), éåðàðõè÷íèòå ïðåîáóñëîâèòåëè ñå êîìáèíèðàò ñðàçëè÷íè ñòàáèëèçàöèîííè òåõíèêè.



42 ÂúâåäåíèåÒàêà íàðå÷åíèÿò àëãåáðè÷åí ìíîãîíèâîâ èòåðàöèîíåí ìåòîä (AMLI) å åäèíêîíêðåòåí ïîäõîä çà àëãåáðè÷íà ñòàáèëèçàöèÿ íà íÿêîè (èëè âñè÷êè) íèâà k =

1, · · · , ℓ ÷ðåç ñïåöèàëíî ïîñòðîåí ìàòðè÷åí ïîëèíîì Pβk
îò ñòåïåí βk.Öåëòà å äà ñå ïîñòðîè ïðåîáóñëîâèòåë C(ℓ) çà ìàòðèöàòà A(ℓ) := Ah íà íàé-�èíàòà ìðåæà.Êîíñòðóêöèÿòà å ðåêóðñèâíà, êàòî ñå çàïî÷âà îò íèâî 0, àñîöèèðàíî ñ ïúð-âîíà÷àëíàòà (íàé-ãðóáà) òðèàíãóëàöèÿ:(1.3.73) C(0) := A(0).Íåêà AMLI ïðåîáóñëîâèòåëÿò íà íèâî k − 1 å C(k−1), òîãàâà C(k) íà íèâî k ñåäå�èíèðà êàòî(1.3.74) C(k) := (J (k))−1

[
C

(k)
11 0

Ã
(k)
21 Z(k−1)

][
I

(k)
1 (C

(k)
11 )−1Ã

(k)
12

0 I
(k)
2

]
(J (k))−T .Ïðè ëèíåéíèÿò AMLI ìåòîä äîïúëíåíèåòî íà Øóð S̃(k) ñå àïðîêñèìèðà ÷ðåç(1.3.75) Z(k−1) := A(k−1)

(
I − Pβk

(C(k−1)−1
A(k−1))

)−1

,êúäåòî Pβk
å ïîëèíîì îò ñòåïåí βk ñúñ ñâîéñòâîòî

Pβk
(0) = 1.Ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å (1.3.75) å åêâèâàëåíòíî íà(1.3.76) Z(k−1)−1

= C(k−1)−1
Qβk−1

(A(k−1)C(k−1)−1
)êúäåòî ïîëèíîìúò Qβk−1

îò ñòåïåí k − 1 èìà ñëåäíèÿ âèä:(1.3.77) Qβk−1
(t) =

1 − Pβk
(t)

t
.Íà ñòúïêà (1.2.36) â Àëãîðèòúì 1.2.2 â ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò òðÿáâàäà ñå ðåøè ñèñòåìà ñ ïðåîáóñëîâèòåëÿ C(ℓ). Äåéñòâèåòî íà C(ℓ)−1 ñå ðåàëèçèðà÷ðåç îïðåäåëåí AMLI öèêúë. Ôîðìàëíî ðàçëè÷íèòå âàðèàíòè íà AMLI öèêëè



Ï. Áîÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè 43ìîãàò äà áúäàò îïèñàíè ñ ïîìîùòà íà âåêòîð β = (β1, β2, . . . , βl)
T , äå�èíèðàùñòåïåíèòå βk íà ñòàáèëèçèðàùèÿ ïîëèíîì ïî íèâà k = 1, 2, . . . , ℓ. Ñëó÷àÿò, âêîéòî íà âñÿêî íèâî ïîëèíîìúò Pβk

å îò ïúðâà ñòåïåí, βk = 1, 1 ≤ k < ℓ, åèçâåñòåí â ëèòåðàòóðàòà êàòî AMLI V-öèêúë. Êîãàòî ñòàáèëèçàöèÿòà íà âñÿêîíèâî ñå ðåàëèçèðà ñ ïîëèíîì îò ñòåïåí, βk = β, β > 1, 1 ≤ k < ℓ, ìåòîäúò ñåíàðè÷à AMLI W-öèêúë îò ñòåïåí β.Íåêà êîíñòàíòèòå γk â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ, ñúîòâåòñòâàùè íàíèâàòà íà ñãúñòÿâàíå íà ìðåæàòà 1 ≤ k < ℓ, ñà ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíè îò÷èñëîòî γ < 1, ò.å. γk ≤ γ. Ñëåäíîòî äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà îïòèìàëíîñò íàëèíåéíèÿ AMLI ìåòîä å â ñèëà çà ñòåïåíòà βk = β íà ñòàáèëèçèðàùèÿ ïîëèíîì(âæ. íàïð. [20, 21℄, êàêòî è [60℄):(1.3.78) 1√
1 − γ2

< β < ρ,êúäåòî ρ = min
k

Nk

Nk−1
. Àêî íåðàâåíñòâàòà (1.3.78) ñà èçïúëíåíè, òî ñúùåñòâóâàïîëèíîì Pβ, òàêà ÷å ñúîòâåòíèÿò ëèíååí AMLI ìåòîä èìà îïòèìàëíà ñêîðîñòíà ñõîäèìîñò è îïòèìàëíà èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò.Íåêà çà ñèìåòðè÷íèòå ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíè ìàòðèöè C

(k)
11 å èçïúëíåíîóñëîâèåòî(1.3.79) vT Ã

(k)
11 v ≤ vTC

(k)
11 v ≤ (1 + ξ)vT Ã

(k)
11 v, çà âñÿêî v.Òîãàâà, çà ñëó÷àÿ β = 2, êîå�èöèåíòèòå q0 è q1 íà ïîëèíîìàQ1(y) = q0+q1y ñîïòèìàëíè ñòàáèëèçèðàùè ñâîéñòâà â AMLI W-öèêúëà, ìîãàò äà ñå ïðåñìåòíàòïî ñëåäíèòå �îðìóëè (âæ. íàïð. [20, 47℄):(1.3.80) q0 =

2

ω
, q1 =

−1

1 − γ2 + ξ(1 − 2ω)
, êúäåòî ω =

√
1 + ξ + ξ2 − γ2−ξ.Ïðè êîíñòðóèðàíå íà AMLI ìåòîäè âàæíà ðîëÿ èãðàÿò ñëåäíèòå äâà àñïåêòà:(à) �àâíîìåðíà îöåíêà íà êîíñòàíòàòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ γ <

1, êîÿòî îïðåäåëÿ êà÷åñòâîòî íà äâóíèâîâèòå ðàçäåëÿíèÿ ïî íèâà è å íå-îáõîäèìà çà êîíñòðóèðàíå íà ñòàáèëèçèðàùèÿ ïîëèíîì;



44 Âúâåäåíèå(á) Èçáîð íà ïîäõîäÿùè ïðåîáóñëîâèòåëè C(k)
11 çà âîäåùèòå äèàãîíàëíè áëîêî-âå Ã(k)

11 , êîéòî âëèÿå êàêòî íà îòíîñèòåëíîòî ÷èñëî íà îáóñëîâåíîñò, òàêàè íà îáùàòà èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò.Â [20℄ å ïîêàçàíî, ÷å îòíîñèòåëíîòî ÷èñëî íà îáóñëîâåíîñò íà AMLI ìåòîäàóäîâëåòâîðÿâà îöåíêàòà:(1.3.81) κ(C(l)−1
A(l)) ≈ (1 + ξ)/(1 − γ2).Ñâîéñòâàòà íà AMLI W-öèêúëà ñà ñèëíî çàâèñèìè îò èçáîðà íà ïîäõîäÿùñòàáèëèçèðàù ïîëèíîì, äå�èíèðàù ìàòðèöàòà Z(k−1). Íà ïðàêòèêà òîâà âîäèäî íåîáõîäèìîñòòà îò âèñîêà òî÷íîñò íà îöåíêèòå íà ñïåêòúðà íà ïðåîáóñëî-âåíàòà ìàòðèöà C(k−1)−1

A(k−1), êîèòî â íÿêîè ñëó÷àè ìîæå äà èçèñêâàò òåæêèèç÷èñëåíèÿ. Îñâåí ñ ïîìîùòà íà ìàòðè÷åí ïîëèíîì, ñòàáèëèçàöèÿ ìîæå äà áúäåïîñòèãíàòà è ÷ðåç ïðèëàãàíå íà îïðåäåëåí áðîé âúòðåøíè èòåðàöèè. Çà ðàçëè-êà îò ñòàíäàðòíèÿ ëèíååí AMLI, ïîëó÷åíèÿò ïî òîçè íà÷èí ìåòîä íå âêëþ÷âàíåîáõîäèìîñòòà îò îïðåäåëÿíå íà ïàðàìåòðè, íî âîäè äî íåëèíååí àëãîðèòúì ñïðîìåíëèâî ïðåîáóñëàâÿíå. �àçãëåæäàíèÿò â äèñåðòàöèÿòà íåëèíååí AMLI àë-ãîðèòúì (âæ. ñúùî [22, 18, 77℄), èçâåñòåí êàòî NLAMLI, å ïðåäñòàâåí, íàïðèìåð,â [60, 57℄.Îáèêíîâåíî íåëèíåéíèÿò AMLI ìåòîä äå�èíèðà ïðåîáóñëîâèòåë, êîéòî åáëèçúê äî ëèíåéíî èçîáðàæåíèå, è òîâà ñâîéñòâî ìîæå äà ñå èçïîëçâà ïðè èç-âåæäàíå íà òåîðåòè÷íè îöåíêè çà ñêîðîñòòà ìó íà ñõîäèìîñò.Íåëèíåéíèÿò ìíîãîíèâîâ AMLI ïðåîáóñëîâèòåë C(k)[·] íà íèâî k, 1 ≤ k ≤
ℓ, â îáùèÿ ñëó÷àé å íåëèíåéíî èçîáðàæåíèå îò R

Nk â R
Nk . Òîé ñå ïîëó÷àâà,êàòî âìåñòî ìàòðè÷íèÿ ïîëèíîì (1.3.75), çà àïðîêñèìàöèÿ íà äîïúëíåíèåòî íàØóð â (1.3.74) èçïîëçâàìå íåëèíåéíîòî èçîáðàæåíèå Z(k−1)[·], äå�èíèðàíî ïîñëåäíèÿ íà÷èí:(1.3.82) Z(0)[·] = A(0)

Z(k−1)[·] := C(k−1)[·] êîãàòî βk = 1 è k − 1 > 0

Z(k−1)[·] := C
(k−1)
βk

[·] êîãàòî βk > 1 è k − 1 > 0

.



Ï. Áîÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè 45Òóê ñ C(k−1)
βk

−1
[b] := x(βk) å îçíà÷åíî ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå, ïîëó÷åíî ñëåä βkíà áðîé èòåðàöèè ñ îáîáùåíèÿ ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå(Àëãîðèòúì 1.2.3), ïðèëîæåí êúì ëèíåéíàòà ñèñòåìà A(k−1)x = b ñ ïðåîáóñëî-âèòåë C(k−1)[·] è íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå x(0) = 0.Â íàé-îáùà ïîñòàíîâêà, áðîÿò íà âúòðåøíèòå èòåðàöèè â íåëèíåéíèÿ AMLIïðåîáóñëîâèòåë ìîæå äà å ðàçëè÷åí ïî ðàçëè÷íèòå íèâà 1 ≤ k ≤ ℓ. Â äèñåðòàöè-ÿòà ïðèëàãàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî òîçè áðîé å åäèí è è ñúù çà âñÿêî k. Àëãîðèòúìúò,ñúîòâåòñòâàù íà åäíàêúâ áðîé, βk = β = 1, 1 ≤ k ≤ ℓ, âúòðåøíè èòåðàöèè, íà-ðè÷àìå íåëèíååí AMLI V-öèêúë, à òîçè ïðè βk = β > 1, 1 ≤ k ≤ ℓ � íåëèíååíAMLI W-öèêúë îò ñòåïåí β.
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�ëàâà 2
Ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà ëèíåéíèïàðàáîëè÷íè çàäà÷è
Òàçè ãëàâà å ïîñâåòåíà íà êîíñòðóèðàíåòî íà îïòèìàëíè ðîáàñòíè ìíîãîíè-âîâè ïðåîáóñëîâèòåëè çà ïàðàáîëè÷íè çàäà÷è, äèñêðåòèçèðàíè ñ íåêîí�îðìíèêðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð.Îñîáåíî âíèìàíèå ïðè àíàëèçà íà ðàçëè÷íè òåõíèêè çà íàìèðàíå íà ïðèá-ëèæåíè ðåøåíèÿ íà ÷àñòíè äè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñå îòäåëÿ íà ñëó÷àÿ íàðåøàâàíå íà åëèïòè÷íè çàäà÷è. Ñèñòåìèòå, ïîëó÷åíè ïðè íåÿâíè äèñêðåòèçà-öèè ïî âðåìåòî íà ïàðàáîëè÷íè óðàâíåíèÿ, ñå ðàçëè÷àâàò îò äèñêðåòíè åëèï-òè÷íè ñèñòåìè ïî äîáàâåíèÿ ÷ëåí îò íóëåâ ïîðÿäúê, ñúîòâåòñòâàù íà åëåìåíòàíà ðåàêöèÿ âúâ �èçè÷íèÿ ïðîöåñ. Â òåðìèíèòå íà äèñêðåòèçàöèè ñ ìåòîäà íàêðàéíèòå åëåìåíòè, òîçè ÷ëåí å ìàòðèöà íà ìàñàòà, êîÿòî å ïîëîæèòåëíî îï-ðåäåëåíà. Èíòóèòèâíî å î÷àêâàíåòî, ÷å â òîçè ñëó÷àé ìåòîäè ñ ïðåîáóñëàâÿíå,êîèòî èìàò äîáðî ïîâåäåíèå çà åëèïòè÷íè çàäà÷è, ùå èìàò äîðè ïî-äîáðè õà-ðàêòåðèñòèêè ïðè ðåøàâàíå íà ïàðàáîëè÷íè çàäà÷è. Â îáùèÿ ñëó÷àé, òîâà íåâèíàãè å èçïúëíåíî. Â ðàáîòàòà, âêëþ÷åíà â íàñòîÿùàòà ãëàâà, çà ïúðâè ïúò åíàïðàâåí òåîðåòè÷åí è ÷èñëåí àíàëèç íà òåõíèêè çà ïðåîáóñëàâÿíå íà ïàðàáî-ëè÷íè çàäà÷è, êîèòî îáîáùàâàò ìåòîäè çà îïòèìàëíî ìíîãîíèâîâî ïðåîáóñëàâÿ-íå íà åëèïòè÷íè çàäà÷è. Ïîëó÷åíà å õàðàêòåðèçàöèÿ íà äâóíèâîâè ðàçäåëÿíèÿ47



48 Ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà ëèíåéíè ïàðàáîëè÷íè çàäà÷èíà ìàòðèöèòå íà ñèñòåìèòå â ñëó÷àÿ íà ïàðàáîëè÷íè çàäà÷è, äèñêðåòèçèðàíè ñêðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð. Òóê ïðåäñòàâÿìå è ñðàâíåíèå íà äâóíèâîâèðàçäåëÿíèÿ ïðè êîí�îðìíè è íåêîí�îðìíè äèñêðåòèçàöèè, êîåòî ïîêàçâà ïðå-äèìñòâàòà íà íåêîí�îðìíèòå êðàéíè åëåìåíòè ïðè ñèëíî èçðàçåíà ìðåæîâà (àñëåäîâàòåëíî è êîå�èöèåíòíà) àíèçîòðîïèÿ.Îñíîâíèòå ðåçóëòàòè, âêëþ÷åíè â òàçè ãëàâà, ñà ïóáëèêóâàíè â:
• P. Boyanova, S. Margenov, M. Neyt
heva, Robust AMLI Methods for Paraboli
Crouzeix-Raviart FEM Systems, Journal of Computational and AppliedMathemati
s, 235(2) (2010), 380�390.
• P. Boyanova, S. Margenov, Robust Multilevel Methods for Ellipti
 and Paraboli
Problems, invited 
hapter in: O. Axelsson, J. Karatson, E�
ient pre
onditioningmethods for ellipti
 partial di�erential equations, Bentham S
ien
e Publishers,2011, 3�22.2.1 Åëèïòè÷íà è ïàðàáîëè÷íà çàäà÷à � ïîñòàíîâ-êà è äèñêðåòèçàöèÿÍåêà ðàçãëåäàìå åëèïòè÷íàòà çàäà÷à îò âòîðè ðåä(2.1.1) −∇ · (a(x)∇u(x)) = f(x) x ∈ Ω,

u(x) = 0 x ∈ ΓD,

(a(x)∇u(x)) · n = 0 x ∈ ΓN ,è ïàðàáîëè÷íàòà çàäà÷à
(2.1.2) ∂

∂t
u(x, t) −∇ · (a(x)∇u(x, t)) = f(x, t) (x, t) ∈ Ω × [0, T ],

u(x, 0) = u0(x) x ∈ Ω,

u(x, t) = 0 x ∈ ΓD,

(a(x)∇u(x, t)) · n = 0 x ∈ ΓN ,
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2, f ∈ L2(Ω) å äàäåíà �óíêöèÿ, n å âúíøíàòàíîðìàëà êúì ãðàíèöàòà ∂Ω = ΓD ∪ ΓN , a(x) = {aij(x)}i,j∈{1,2} å îãðàíè÷åíà,ñèìåòðè÷íà ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà ìàòðèöà ñ íà ÷àñòè ãëàäêè �óíêöèè aij(x)âúðõó Ω = Ω ∪ ∂Ω.Â ñëàáà �îðìà ãîðíèòå çàäà÷è èìàò ñëåäíèÿ âèä. Çà åëèïòè÷íàòà çàäà÷à(2.1.1): äà ñå íàìåðè u(x) ∈ V = {v ∈ H1(Ω) : v = 0 âúðõó ΓD}, òàêà ÷å çà âñÿêî

v(x) ∈ V,(2.1.3) ∫

Ω

a(x)∇u(x) · ∇v(x)dx =

∫

Ω

f(x)v(x)dx,à çà ïàðàáîëè÷íàòà çàäà÷à (2.1.2): äà ñå íàìåðè u(x, t) ∈ V ×H1[0, T ], u(x, 0) =

u0, òàêà ÷å(2.1.4) ∂

∂t

∫

Ω

u(x, t)v(x)dx +

∫

Ω

a(x)∇u(x, t) · ∇v(x)dx =

∫

Ω

f(x, t)v(x)dx,çà âñÿêî v(x) ∈ V.Íåêà Tℓ å òðèàíãóëàöèÿ íà îáëàñòòà Ω, ïîëó÷åíà ÷ðåç ℓ ïîñëåäîâàòåëíèðàâíîìåðíè ñãúñòÿâàíèÿ íà äàäåíà íàé-ãðóáà ìðåæà T0. Íåêà îñâåí òîâà T0å ïîñòðîåíà òàêà, ÷å ñêîêîâå íà êîå�èöèåíòèòå a(x) èìà ñàìî ïî ñòðàíèòå íàåëåìåíòèòå e ∈ T0, à âúðõó âñåêè åëåìåíò a(x) = a(e) å êîíñòàíòíà �óíêöèÿ.Íå ïîñòàâÿìå îãðàíè÷åíèÿ çà ìàêñèìàëíà ãîëåìèíà íà ñêîêîâåòå ïî ãðàíèöèòåìåæäó åëåìåíòè íà T0.Çàáåëåæêà 2.1.1 Â ïî-îáùèÿ ñëó÷àé, êîãàòî a(x) ñà ãëàäêè �óíêöèè âúðõóâñåêè êðàåí åëåìåíò îò ìðåæàòà T0, âúâåæäàìå ïîìîùíà çàäà÷à ñ èíòåãðàë-íè óñðåäíåíè ñòîéíîñòè íà a(x), ò.å. âúâ âèäà (1.1.11). Òîãàâà ñúîòâåòñò-âàùàòà íà òàçè çàäà÷à êðàéíî-åëåìåíòíà ìàòðèöà ìîæå äà ñå èçïîëçâà ïðèïðåîáóñëàâÿíåòî.Â åëèïòè÷íàòà çàäà÷à âúâ âàðèàöèîííà �îðìà (2.1.3) çàìåñòâàìå ïðîñò-ðàíñòâîòî îò íåïðåêúñíàòè �óíêöèè V ñ êðàéíî-ìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî (1.1.12)
Vh = VCR

h íà Êðîçå-�àâèàð. Òîãàâà êðàéíî-åëåìåíòíàòà �îðìóëèðîâêà íà çàäà-



50 Ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà ëèíåéíè ïàðàáîëè÷íè çàäà÷è÷àòà å: äà ñå íàìåðè uh(x) ∈ Vh, çà êîåòî(2.1.5) ∑

e∈Th

∫

e

a(e)∇uh(x) · ∇vh(x)dx =
∑

e∈Th

∫

e

f(x)vh(x)dx ∀vh(x) ∈ Vh.Ñëåä äèñêðåòèçàöèÿ ïî ïðîñòðàíñòâîòî ïîëó÷àâàìå åëèïòè÷íàòà ñèñòåìà(2.1.6) Ku = fêúäåòî K å ìàòðèöàòà íà êîðàâèíà.Ïðè ïàðàáîëè÷íàòà çàäà÷à (2.1.4) òúðñèì ïðèáëèæåíèå uh(x, t) ∈ Vh , êîåòîèçïúëíÿâà(2.1.7) ∑

e∈T

∂

∂t

∫

e

uh(x, t)vh(x)dx +
∑

e∈T

∫

e

a(e)∇uh(x, t)∇vh(x)dx

=
∑

e∈T

∫

e

f(x, t)vh(x)dx.Çà äèñêðåòèçàöèÿ ïî âðåìåòî èçïîëçâàìå êëàñè÷åñêèÿ θ-ìåòîä. Íåêà tn ∈ [0, T ],
n = 0, 1, ..., nT , å ïîñëåäîâàòåëíîñò îò âðåìåâè ìîìåíòè, t0 = 0, tn = tn−1 + ∆t,êúäåòî ∆t å ñòúïêàòà ïî âðåìåòî. Òîãàâà äèñêðåòèçèðàíàòà ïàðàáîëè÷íà çàäà÷à(2.1.2) ãëàñè: Äà ñå íàìåðÿò ðåøåíèÿòà un = u(x, tn), n = 1, 2, ...nT íà ñèñòåìèòå(2.1.8) M

un − un−1

∆t
+ (1 − θ)Kun + θKun−1 = (1 − θ)fn + θfn−1,êúäåòî 0 ≤ θ ≤ 1, M è K ñà ñúîòâåòíî êðàéíî-åëåìåíòíè ìàòðèöè íà ìàñàòà èêîðàâèíàòà, íà÷àëíîòî óñëîâèå óäîâëåòâîðÿâà u0 = u0(x), à fn = f(x, tn).Ïî òîçè íà÷èí íà âñÿêà ñòúïêà ïî âðåìåòî òðÿáâà äà ñå ðåøè ëèíåéíà ñèñ-òåìà âúâ âèäà(2.1.9) (M + ∆t(1 − θ)K)un = gn,êúäåòî äÿñíàòà ÷àñò gn = (M + ∆tθK)un−1 + ∆t[(1 − θ)fn + θfn−1] çàâèñè îòïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå un−1, ïðåñìåòíàòî íà ïðåäõîäíà ñòúïêà ïî âðåìåòî.
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(à) Êîí�îðìåí êðàåí åëåìåíò íàÊóðàíò e ∈ VC

h

(á) Íåêîí�îðìåí êðàåí åëåìåíòíà Êðîçå-�àâèàð e ∈ VCR

hÔèãóðà 2.1: Ñòåïåíè íà ñâîáîäà ïðè êîí�îðìíè è íåêîí�îðìíè êðàéíè åëå-ìåíòè: (à) Â ñëó÷àÿ íà êîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè íà Êóðàíò ñòåïåíèòå íàñâîáîäà ñå àñîöèèðàò ñ âúðõîâåòå íà òðèúãúëíèòå êðàéíè åëåìåíòè; (á) Â ñëó-÷àÿ íà êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð ñòåïåíèòå íà ñâîáîäà ñå àñîöèèðàòñúñ ñðåäèòå íà ñòðàíèòå íà òðèúãúëíèöèòå.2.2 Äâóíèâîâè ðàçäåëÿíèÿ çà åëèïòè÷íè çàäà÷è,äèñêðåòèçèðàíè ñ íåêîí�îðìíè êðàéíè åëå-ìåíòèÊàêòî âå÷å áåøå ñïîìåíàòî, òåõíèêèòå çà ïðåîáóñëàâÿíå íà ïàðàáîëè÷íè çàäà-÷è, ïðåäëîæåíè â äèñåðòàöèÿòà, ñà îáîáùåíèå íà ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà åëèï-òè÷íè óðàâíåíèÿ. Â òîçè ðàçäåë ïðåäñòàâÿìå êîíñòðóêöèÿòà íà äâå éåðàðõè÷íèäâóíèâîâè ðàçäåëÿíèÿ çà íåêîí�îðìíè äèñêðåòèçàöèè, êàêòî è òåõíè îñíîâíèñâîéñòâà, êîèòî èçïîëçâàìå íà ïî-êúñåí åòàï â èçëîæåíèåòî.Íåêà T0 ⊂ T1 ⊂ ... ⊂ Tℓ ñà ïîñëåäîâàòåëíè âëîæåíè òðèàíãóëàöèè ñ õàðàêòå-ðèñòè÷åí ðàçìåð hk, k = 0, . . . , ℓ , ïîëó÷åíè ÷ðåç ðàâíîìåðíî ñãúñòÿâàíå íà äà-äåíà íà÷àëíà ìðåæà T0 . Ïðè íåêîí�îðìíèòå êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð(1.1.12), ñòåïåíèòå íà ñâîáîäà ñå àñîöèèðàò ñúñ ñðåäèòå íà ñòðàíèòå íà êðàé-íèòå åëåìåíòè, âæ. Ôèãóðà 2.1. Ïî ïîñòðîåíèå, ñúîòâåòíèòå êðàéíî-åëåìåíòíèïðîñòðàíñòâà V0
h,V1

h, ...,Vℓ
h íå ñà âëîæåíè. Åòî çàùî íå ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíîòî



52 Ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà ëèíåéíè ïàðàáîëè÷íè çàäà÷èéåðàðõè÷íî ðàçäåëÿíå íà �ñòàðè� è �íîâè� âúçëè, à âúçìîæíèòå òðàíñ�îðìàöèèñ ïîìîùòà íà êîèòî äà èçïîëçâàìå îáùàòà êîíñòðóêöèÿ íà AMLI ìåòîäà íå ñàíèòî î÷åâèäíè, íèòî åäèíñòâåíè. Çà äà ñå ïðèëîæè îáùèÿò ïîäõîä íà AMLIïðåîáóñëîâèòåëèòå ïðè ðåøàâàíå íà çàäà÷è, äèñêðåòèçèðàíè ñ íåêîí�îðìíèêðàéíè åëåìåíòè, ïúðâî òðÿáâà äà ñå äå�èíèðàò ïîäõîäÿùè éåðàðõè÷íè òðàí-ñ�îðìàöèîííè ìàòðèöè J (k), 1 ≤ k ≤ ℓ. È â òîçè ñëó÷àé òîâà ìîæå äà áúäåíàïðàâåíî íà ìàêðîåëåìåíòíî íèâî. Ïîäîáíî íà ñëó÷àÿ íà êîí�îðìíè êðàé-íè åëåìåíòè, ìàêðîåëåìåíòúò ñå äå�èíèðà êàòî ñúâêóïíîñòòà îò òðèúãúëíèòåêðàéíè åëåìåíòè, ïîëó÷åíè ïðè ðàâíîìåðíî ðà�èíèðàíå íà åëåìåíò îò ãðóáàòàìðåæà.Â [27℄ è [28℄ çà ïúðâè ïúò ñà ïðåäñòàâåíè, à ïî-êúñíî â [61℄ ñà äîðàçâèòè, äâàïîäõîäà çà ïîñòðîÿâàíå íà AMLI ïðåîáóëñîâèòåëè çà åëèïòè÷íè çàäà÷è, äèñê-ðåòèçèðàíè ñ íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð. Òå ñå áàçèðàò íàòàêà íàðå÷åíèòå �di�eren
es and aggregates� � DA (�ðàçëèêè è àãðåãàòè�) è ��rstredu
e� � FR (�ïúðâîíà÷àëíî èçêëþ÷âàíå�) äâóíèâîâè ðàçäåëÿíèÿ.DA ðàçäåëÿíå: Çà äàäåí ìàêðîåëåìåíò E ∈ Tk ñ íîìåðàöèÿ íà âúçëèòåîò ðà�èíèðàíàòà ìðåæà îò 1 äî 9, êàêòî å ïîêàçàíî íà Ôèãóðà 2.2, ëîêàëíàòà(ìàêðîåëåìåíòíà) DA òðàíñ�îðìàöèîííà ìàòðèöà J (k)
DA;E ñå äå�èíèðà êàòî:

(2.2.10) J
(k)
DA;E =




1

1

1

1 −1

1 −1

1 −1

1 1 1

1 1 1

1 1 1




.

Äåéñòâèåòî íà DA òðàíñ�îðìàöèÿòà âúðõó êðàéíî-åëåìåíòíîòî ïðîñòðàíñ-òâî Vk
h å ïîäðîáíî îïèñàíî â [27℄. Íåêà îçíà÷èì âåêòîðà îò ñòàíäàðòíè âúçëî-
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Ôèãóðà 2.2: Ìàêðîåëåìåíò E â ñëó÷àÿ íà äèñêðåòèçàöèÿ ñ íåêîí�îðìíè êðàé-íè åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð, E å ñúâêóïíîñòòà îò ÷åòèðèòå åäíàêâè åëåìåíòà
{e(k)

i }4
i=1, ïîëó÷åíè ïðè ðàâíîìåðíî ðà�èíèðàíå íà åëåìåíò e(k−1) ≡ E îò ãðó-áàòà ìðåæàâè áàçèñíè �óíêöèè ñ ϕ(k) = {φ(k)}Nk

i=1. �ëîáàëíàòà DA ìàòðèöà J (k)
DA ãî òðàí-ñ�îðìèðà äî éåðàðõè÷åí áàçèñ ϕ̃

(k)
DA = {φ̃(k)

DA}Nk

i=1 = J
(k)
DAϕ

(k), êúäåòî ϕ̃
(k)
DA =

ϕ̃
(k)
DA;1∪ϕ̃

(k)
DA;2. Òóê ϕ̃(k)

DA;1 = {φ̃(k)
DA}

Nk−Nk−1

i=1 ñå ñúñòîè îò äâà âèäà �óíêöèè. Ïúðâè-òå ñà âúçëîâè áàçèñíè �óíêöèè, ñúîòâåòñòâàùè íà äîáàâåíèòå ÷ðåç ðà�èíèðàíåñòåïåíè íà ñâîáîäà âúâ âúòðåøíîñòòà íà êðàéíèÿ åëåìåíò îò ãðóáàòà ìðåæà,à âòîðèòå ñà ïîëó÷åíè îò ðàçëèêàòà íà áàçèñíè �óíêöèè íà äâà íîâè âúçå-ëà âúðõó åäíà è ñúùà ñòðàíà íà åëåìåíò îò ãðóáàòà ìðåæà. Òðåòàòà ÷àñò íàéåðàðõè÷íèÿ áàçèñ, ϕ̃(k)
DA;2 = {φ̃(k)

DA}
Nk−1

i=1 , å ñúñòàâåíà îò àãðåãàòè íà áàçèñíè �óí-êöèè, êàòî ñóìèðàíåòî å àñîöèèðàíî ñ òðîéêè íîâè ñòåïåíè íà ñâîáîäà � äâàòàâúçåëà âúðõó ñòðàíà îò òðèúãúëíèê îò ãðóáàòà ìðåæà è âúçåëà â ñðåäàòà íàñðåùóïîëîæíàòà äîáàâåíà ïðè ðà�èíèðàíåòî ñòðàíà îò �èíàòà ìðåæà.Ïîä äåéñòâèåòî íà ãëîáàëíàòà DA òðàíñ�îðìàöèÿ, îò ìàòðèöàòà íà êîðà-âèíà K(k) â ñòàíäàðòåí âúçëîâ áàçèñ ïîëó÷àâàìå ìàòðèöàòà íà êîðàâèíà K̃(k)
DAâ éåðàðõè÷åí âèä̃

K
(k)
DA = J

(k)
DAK

(k)(J
(k)
DA)T =

∑

E∈Tk

J
(k)
DA;EKE

(k)(J
(k)
DA;E)T .Ñëåä ïîäõîäÿùà ïåðìóòàöèÿ íà ðåäîâå è ñòúëáîâå, K̃(k)

DA ïðèåìà ñëåäíîòî òðè
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K̃

(k)
DA =




K̃
(k)
DA;11 K̃

(k)
DA;12 K̃

(k)
DA;13

K̃
(k)
DA;21 K̃

(k)
DA;22 K̃

(k)
DA;23

K̃
(k)
DA;31 K̃

(k)
DA;32 K̃

(k)
DA;33




}
ϕ̃

(k)
DA;1

} ϕ̃
(k)
DA;2

,(2.2.11)êúäåòî áëîêîâåòå îòãîâàðÿò íà òðèòå âèäà éåðàðõè÷íè áàçîâè �óíêöèè, îïèñàíèïî-ãîðå.Â [27℄ å ïîêàçàíî, ÷å(2.2.12) K̃
(k)
DA;33 = 4K(k−1),è äîïúëíåíèåòî íà Øóð

S̃
(k)
DA;K = K̃

(k)
DA;33 −

[
K̃

(k)
DA;31 K̃

(k)
DA;32

]
(K̃

(k)
DA;11)

−1

[
K̃

(k)
DA;13

K̃
(k)
DA;23

]èìà ñâîéñòâîòî(2.2.13) (1 − γ2
DA;K)K̃

(k)
DA;33 ≤ S̃

(k)
DA;K ≤ K̃

(k)
DA;33,êúäåòî(2.2.14) γ2

DA;K ≤ 3

4å êîíñòàíòàòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ çà DA ðàçäåëÿíåòî. Òîçè ðå-çóëòàò íå çàâèñè îò êîå�èöèåíòíà è ìðåæîâà àíèçîòðîïèÿ, õàðàêòåðèñòè÷íèÿðàçìåð íà ìðåæàòà h è ñêîêîâå íà êîå�èöèåíòèòå, ñúãëàñóâàíè ñ ãðóáàòà ìðå-æà. Îò (2.2.12) è (2.2.13) ñëåäâàò íåðàâåíñòâàòà(2.2.15) (1 − γ2
K)4K(k−1) ≤ S̃

(k)
DA;K ≤ 4K(k−1).Çàáåëåæêà 2.2.1 �åëàöèÿòà íà íåðàâåíñòâî ìåæäó ñèìåòðè÷íè ìàòðèöè

A ≤ B å â ñìèñúë, ÷å ìàòðèöàòà B − A å ïîëîæèòåëíî ïîëóîïðåäåëåíà, ò.å.çà âñåêè âåêòîð v å èçïúëíåíî vT (B − A)v ≥ 0.



Ï. Áîÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè 55FR ðàçäåëÿíå: Òàêà íàðå÷åíîòî FR ðàçäåëÿíå ñå ïîëó÷àâà çà éåðàðõè÷íîïðåäñòàâÿíå, ðåçóëòàò îò êîìáèíàöèÿ îò òðàíñ�îðìàöèÿ íà ñòàíäàðòíèÿ âúçëîâáàçèñ J (k)
FR1

è ñòúïêà íà åëèìèíàöèÿ J (k)
FR2

. Òðàíñ�îðìàöèÿòà J (k)
FR1

ñå äå�èíèðàíà ìàêðîåëåìåíòíî íèâî, êàêòî ñëåäâà:
(2.2.16) J

(k)
FR1;E =




1

1

1

1 −1

1 −1

1 −1

1 1

1 1

1 1




.

Äåéñòâèåòî �è âúðõó êðàéíî-åëåìåíòíîòî ïðîñòðàíñòâî ìîæå äà áúäå îïèñàíîïîäîáíî íà ñëó÷àÿ íà DA ðàçäåëÿíå. Äà ðàçãëåäàìå ìàòðèöàòà K̃(k)
FR1

,
K̃

(k)
FR1

= J
(k)
FR1

K(k)(J
(k)
FR1

)T =
∑

E∈Tk

J
(k)
FR1;EK

(k)
E (J

(k)
FR1;E).Àíàëîãè÷íî íà (2.2.11), â ñèëà å áëî÷íîòî ïðåäñòàâÿíå:

K̃
(k)
FR1

=




K̃
(k)
FR1;11 K̃

(k)
FR1;12 K̃

(k)
FR1;13

K̃
(k)
FR1;21 K̃

(k)
FR1;22 K̃

(k)
FR1;23

K̃
(k)
FR1;31 K̃

(k)
FR1;32 K̃

(k)
FR1;33




}
ϕ̃

(k)
FR1;1

} ϕ̃
(k)
FR1;2

.(2.2.17)Íà ñòúïêàòà íà åëèìèíàöèÿ èçêëþ÷âàìå ëîêàëíî ñòåïåíèòå íà ñâîáîäà, ñú-îòâåòñòâàùè íà âúòðåøíèòå çà ìàêðîåëåìåíòà âúçëè, ò.å., íà áëîêà K̃(k)
FR1;11. Òîâàå âúçìîæíî, òúé êàòî âúòðåøíèòå çà åäèí ìàêðîåëåìåíò âúçëè íå ñà ñâúðçàíè ñâúòðåøíè çà äðóã åëåìåíò âúçëè. Ïî òîçè íà÷èí ñèñòåìàòà ñ K̃(k)

FR1
ñå ðåäóöèðàäî ñèñòåìà ñ ìàòðèöàòà(2.2.18) B =



K̃

(k)
FR1;22 K̃

(k)
FR1;23

K̃
(k)
FR1;32 K̃

(k)
FR1;33


−



K̃

(k)
FR1;21

K̃
(k)
FR1;31


 (K̃

(k)
FR1;11)

−1
[
K̃

(k)
FR1;12

K̃
(k)
FR1;13

]
.
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FR1

è �àêòà, ÷å òðàíñ�îðìàöèÿòà J (k)
FR1íå ïðîìåíÿ âîäåùèÿ áëîê, ò.å. K̃(k)

FR1;11 = K11, èçêëþ÷âàíåòî ìîæå äà ñå çàïèøåâ ìóëòèïëèêàòèâíà �îðìà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí
J

(k)
FR2

K̃
(k)
FR1

(J
(k)
FR2

)T =



K11 0

0 B


 ,êúäåòî

J
(k)
FR2

=




I 0 0

−K̃(k)
FR1;12

K−1
11 I 0

−K̃(k)
FR1;13

K−1
11 0 I


.(2.2.19)Òðàíñ�îðìàöèîííàòà ìàòðèöà íà FR ðàçäåëÿíåòî ñå äå�èíèðà âúâ âèäà

J
(k)
FR:= J

(k)
FR2

J
(k)
FR1

,(2.2.20)à éåðàðõè÷íàòà FR ìàòðèöà ñå ïîëó÷àâà êàòî(2.2.21) K̃
(k)
FR = J

(k)
FRK

(k) (J
(k)
FR)T =



K11 0

0 B


 =




K11 0 0

0 K̃
(k)
FR;22 K̃

(k)
FR;23

0 K̃
(k)
FR;32 K̃

(k)
FR;33


 ,êúäåòî áëîêúò K̃(k)

FR;33 ñå àñîöèèðà ñ íåèçâåñòíèòå îò ïî-ãðóáàòà ìðåæà.Â [61℄ (âæ. ñúùî òàêà [60℄) ñå ïîêàçâà, ÷å çà åëèïòè÷íè çàäà÷è êîíñòàíòàòà
γFR â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ çà FR ðàçäåëÿíåòî å ìèíèìàëíà çà êëàñéåðàðõè÷íè ðàçäåëÿíèÿ, âêëþ÷âàù è DA ìåòîäà, ò.å.(2.2.22) γ2

FR;K ≤ γ2
DA;K ≤ 3

4
.2.3 Àäèòèâåí ïðåîáóñëîâèòåë çà âîäåùèÿ äèàãî-íàëåí áëîê�îáàñòíè ïðåîáóñëîâèòåëè çà âîäåùèÿ äèàãîíàëåí áëîê â éåðàðõè÷íîòî ðàçäå-ëÿíå ñà èçâåñòíè çà ñëó÷àèòå, êîãàòî DA è FR ìåòîäèòå ñå ïðèëàãàò çà åëèï-



Ï. Áîÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè 57òè÷íè çàäà÷è. Òóê ïðàâèì êðàòêî ïðåäñòàâÿíå íà åäíà òàêàâà êîíñòðóêöèÿ,ïðåäëîæåíà ïúðâîíà÷àëíî â [28℄.

Ôèãóðà 2.3: Òèïîâå ñâúðçàíîñò íà âúçëèòå â àäèòèâíèÿ ïðåîáóñëîâèòåë.Ïðè DA ðàçäåëÿíåòî âîäåùèÿò äèàãîíàëåí áëîê èìà âèäà


K̃

(k)
DA;11 K̃

(k)
DA;12

K̃
(k)
DA;21 K̃

(k)
DA;22


è ñëåä (ëîêàëíà) åëèìèíàöèÿ íà áëîêà K̃(k)

DA;11 îñòàâà äà ñå ðåøàâàò ñèñòåìè ñäîïúëíåíèå íà Øóð, êîåòî èìà âèäà
K̃

(k)
DA;22 − K̃

(k)
DA;21(K̃

(k)
DA;11)

−1K̃
(k)
DA;12 = K̃

(k)
FR;22.Ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñ âîäåùèÿ äèàãîíàëåí áëîê â ñëó÷àÿ íà FR ðàçäåëÿíåìîæå äà ñå ïîêàæå äèðåêòíî, âæ. íàïð. [28, 74℄.Òàêà íàðå÷åíèÿò àäèòèâåí ïðåîáóñëîâèòåë C(k)

eK22

çà áëîêà K̃(k)
FR;22 ñå îñíîâàâàíà çàïàçâàíåòî ñàìî íà îíåçè âðúçêè ìåæäó êðàéíî-åëåìåíòíè âúçëè, êîèòî ñàïî íàïðàâëåíèå íà äîìèíèðàùà àíèçîòðîïèÿ.



58 Ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà ëèíåéíè ïàðàáîëè÷íè çàäà÷èÇàáåëåæêà 2.3.1 Â äèñåðòàöèÿòà, �âðúçêà� ìåæäó êðàéíî-åëåìåíòíè âúçëèñ íîìåðà i è j, íàðè÷àìå èçâúíäèàãîíàëíèÿ åëåìåíò aij 6= 0, i 6= j â ìàòðèöàòàíà ñèñòåìàòà A.
Êîíñòðóêöèÿòà íà àäèòèâíèÿ ïðåîáóñëîâèòåë ñå ðåàëèçèðà íà ìàêðîåëåìåí-òíî íèâî. Íàé-íàïðåä ñå åëèìèíèðàò ëîêàëíî âúçëèòå, âúòðåøíè ïî îòíîøåíèåíà ìàêðîåëåìåíòèòå. Ñëåä òîâà íàé-ìàëêèòå èçâúí-äèàãîíàëíè åëåìåíòè â òàêàïîëó÷åíàòà ëîêàëíà ìàêðîåëåìåíòíà ìàòðèöà ñå àíóëèðàò, êàòî ïî òîçè íà÷èíñå çàïàçâàò ñàìî îíåçè âðúçêè ìåæäó ñòåïåíè íà ñâîáîäà, êîèòî ñà îðèåíòèðà-íè ïî íàïðàâëåíèå íà äîìèíèðàùà àíèçîòðîïèÿ. Àäèòèâíèÿò ïðåîáóñëîâèòåëñå ïîëó÷àâà ÷ðåç àñåìáëèðàíåòî íà ñúîòâåòíèòå áëîêîâå íà ìîäè�èöèðàíèòå ïîòîçè íà÷èí ëîêàëíè ìàòðèöè. Â [28℄ å ïîêàçàíî, ÷å íåðàâåíñòâàòà,

(1 −
√

7

15
)K̃

(k)
FR;22 ≤ C

(k)
eK22

≤ (1 +

√
7

15
)K̃

(k)
FR;22,

ñà èçïúëíåíè çà ïðîèçâîëíè êîå�èöèåíòíà è ìðåæîâà àíèçîòðîïèÿ è õàðàêòå-ðèñòè÷åí ðàçìåð íà ìðåæàòà. Èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìàñ àäèòèâíèÿ ïðåîáóñëîâèòåë å îïòèìàëíà, ïîðàäè ñïåöèàëíèÿ òèï íà ñâúðçàíîñòíà ãðà�à íà ìàòðèöàòà C(k)
eK22

. Êàêòî å èëþñòðèðàíî íà Ôèãóðà 2.3, ñâúðçàíèòåâúçëè �îðìèðàò òî÷êà, íà÷óïåíà ëèíèÿ èëè ïîëèãîí è ïðåîáóñëîâèòåëÿò èìàîáîáùåíà òðèäèàãîíàëíà ñòðóêòóðà.Òàçè êîíñòðóêöèÿ ñå èçïîëçâà âúâ âêëþ÷åíèòå â òàçè ãëàâà åêñïåðèìåíòè,êàòî ðåçóëòàòèòå ÷èñëåíî ïîòâúðæäàâàò ïðåäïîëîæåíèåòî, ÷å àäèòèâíèÿò ïðå-îáóñëîâèòåë çà âîäåùèÿ äèàãîíàëåí áëîê å ïîäõîäÿù è â ñëó÷àÿ íà éåðàðõè÷íèðàçäåëÿíèÿ çà ïàðàáîëè÷íè çàäà÷è.



Ï. Áîÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè 592.4 DA ðàçäåëÿíå çà ïàðàáîëè÷íè çàäà÷è: îöåí-êà íà êîíñòàíòàòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íàÊÁØÂ òîçè ðàçäåë îáîáùàâàìå éåðàðõè÷íè ðàçäåëÿíèÿ, ïðåäñòàâåíè â �ëàâà 2.2,çà ñëó÷àÿ íà ìíîãîíèâîâî ïðåîáóñëàâÿíå íà ïàðàáîëè÷íè çàäà÷è. Îáîáùåíèåòîå òåîðåòè÷íî îáîñíîâàíî ÷ðåç íàïðàâåíèÿ àíàëèç íà êîíñòàíòàòà â óñèëåíîòîíåðàâåíñòâî íà ÊÁØ â ñëó÷àÿ íà DA ðàçäåëÿíå çà çàäà÷èòå (2.1.9).Íà âñÿêà ñòúïêà ïî âðåìåòî tn, n = 0, 1, ..., nT òúðñèì ðåøåíèå íà äèñêðåò-íàòà çàäà÷à
(
M (ℓ) + ∆t(1 − θ)K(ℓ)

)
un = gnâúðõó íàé-�èíàòà ìðåæà Tℓ.Íåêà ñ {M (k)

E }E∈Tk
è {K(k)

E }E∈Tk
îçíà÷èì ìàêðîåëåìåíòíèòå ìàòðèöè íà ìàñàè êîðàâèíà, ñúîòâåòñòâàùè íà äèñêðåòèçàöèÿ íà çàäà÷àòà âúðõó ìðåæàòà Tk íàíèâî íà ñãúñòÿâàíå k, à ãëîáàëíèòå ìàòðèöè ñå àñåìáëèðàò êàòî

M (k) =
∑

E∈Tk

M
(k)
E , K(k) =

∑

E∈Tk

K
(k)
E .Màòðèöàòà A(k) íà íèâî 0 ≤ k ≤ ℓ äå�èíèðàìå âúâ âèäà(2.4.23) A(k) = M (k) + ∆t(1 − θ)K(k).Êàòî ïúðâà ñòúïêà, íåêà ðàçãëåäàìå äåéñòâèåòî íà DA òðàíñ�îðìàöèÿòàâúðõó M (k). Éåðàðõè÷íàòà ìàòðèöà íà ìàñàòà â òîçè ñëó÷àé èìà âèäà

M̃ (k) = J
(k)
DAM

(k)(J
(k)
DA)T =

∑

E∈Tk

J
(k)
DA;EM

(k)
E (J

(k)
DA;E)T .Â ñèëà å ñëåäíîòî áëî÷íî ïðåäñòàâÿíå(2.4.24) M̃ (k) =




M̃
(k)
11 M̃

(k)
12 M̃

(k)
13

M̃
(k)
21 M̃

(k)
22 M̃

(k)
23

M̃
(k)
31 M̃

(k)
32 M̃

(k)
33




}
ϕ̃

(k)
DA;1

} ϕ̃
(k)
DA;2

,
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33 ñå àñîöèèðà ñ íåèçâåñòíèòå îò ïî-ãðóáàòà ìðåæà, à ñúîòâåòíîòîäîïúëíåíèå íà Øóð å

S̃
(k)
M = M̃

(k)
33 −

[
M̃

(k)
31 M̃

(k)
32

]
(M̃

(k)
11 )−1

[
M̃

(k)
13

M̃
(k)
23

]
.Çà äà èçâåäåì îöåíêà çà êîíñòàíòàòà γM â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØçà ðàçäåëÿíåòî (2.4.24), èçïîëçâàìå ëîêàëåí àíàëèç. Ñëåä äèðåêòíî ïðåñìÿòà-íå ñå âèæäà, ÷å åëåìåíòíàòà ìàòðèöà íà ìàñàòà çà åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð

M
(k)
e , e ∈ Tk èìà âèäà

M (k)
e =

|e(k)|
3

I,êúäåòî |e(k)| å ëèöåòî íà åëåìåíòà e, à I å åäèíè÷íàòà 3 × 3 ìàòðèöà. Òîâàñëåäâà, íàïðèìåð, îò �àêòà, ÷å êâàäðàòóðíàòà �îðìóëà âúðõó òðèúãúëíèê ñâúçëè â ñðåäèòå íà ñòðàíèòå, å òî÷íà çà ïîëèíîìè äî âòîðà ñòåïåí. Òîãàâà, ïðèíîìåðèðàíåòî îò Ôèãóðà 2.2, ìàêðîåëåìåíòíàòà ìàòðèöà íà ìàñàòà â ñòàíäàðòåíâúçëîâ áàçèñ, M (k)
E , èìà âèäà
M

(k)
E =

|e(k)|
3




2

2

2

1

1

1

1

1

1




.

Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ðàâåíñòâà çà éåðàðõè÷íîòî äâóíèâîâî ðàçäåëÿíå íà ìàêðî-
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E = J

(k)
E ME

(k)(J
(k)
E )T :

M̃
(k)
E =

|e(k)|
3




2 2

2 2

2 2

2

2

2

2 4

2 4

2 4




=




M̃
(k)
11;E M̃

(k)
12;E M̃

(k)
13;E

M̃
(k)
21;E M̃

(k)
22;E M̃

(k)
23;E

M̃
(k)
31;E M̃

(k)
32;E M̃

(k)
33;E


 ,

êúäåòî M̃ (k)
33;E =

|e(k)|
3




4

4

4


 .Íåêà îòáåëåæèì, ÷å ìàêðîåëåìåíòíèòå ìàòðèöè íà ìàñàòà M̃ (k)

E ñà ïîëîæè-òåëíî îïðåäåëåíè, êàêòî è ñúîòâåòíèòå áëîêîâå M̃ (k)
33;E . Ëîêàëíèòå êîíñòàíòè íàÊÁØ çà éåðàðõè÷íîòî ðàçäåëÿíå ìîæåì äà ïðåñìåòíåì, êàòî èçïîëçâàìå Ëåìà1.3.3. Îò íåÿ ñëåäâà, ÷å γ2

M,E = 1 − λ1, êúäåòî λ1 å ìèíèìàëíîòî ðåøåíèå íàîáîáùåíàòà çàäà÷à çà íàìèðàíå íà ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè
S̃

(k)
M,Ew = λM̃

(k)
33;Ew,à ñ S̃M,E ñìå îçíà÷èëè ìàêðîåëåìåíòíîòî äîïúëíåíèå íà Øóð. Çà âñåêè ìàêðî-åëåìåíò E ∈ Tk å â ñèëà

S̃
(k)
M,E =

|e(k)|
3




2

2

2


 =

1

2
M̃

(k)
E;33,è ñëåäîâàòåëíî γ2

M,E = 1/2. Ñ ïîìîùòà íà Ëåìà 1.3.4 ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòàîöåíêà çà êîíñòàíòàòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ çà DA ðàçäåëÿíå çàãëîáàëíàòà ìàòðèöà íà ìàñàòà(2.4.25) γ2
M ≤ 1

2
.
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M̃

(k)
E;33 =

4|e(k)|
3




1

1

1


 =

|e(k−1)|
3

I = M (k−1)
e ,îò êúäåòî(2.4.26) M̃

(k)
33 = M (k−1).Ñëåäîâàòåëíî(2.4.27) (1 − γ2

M)M (k−1) ≤ S̃
(k)
M ≤M (k−1).�îòîâè ñìå äà ðàçãëåäàìå äåéñòâèåòî íà DA òðàíñ�îðìàöèÿ âúðõó A(k), âæ.(2.4.23). Çà óäîáñòâî âúâåæäàìå ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ:

M̂
(k)
11 =



M̃

(k)
11 M̃

(k)
12

M̃
(k)
21 M̃

(k)
22


 , K̂

(k)
11 =



K̃

(k)
DA;11 K̃

(k)
DA;12

K̃
(k)
DA;21 K̃

(k)
DA;22


 ,

M̂
(k)
12 = (M̂

(k)
21 )T =

[
M̃

(k)
12 M̃

(k)
13

]
, K̂

(k)
12 = (K̂

(k)
21 )T =

[
K̃

(k)
DA;12 K̃

(k)
DA;13

]
,

M̂
(k)
22 = M̃

(k)
33 , Ŝ

(k)
M = S̃

(k)
M , K̂

(k)
22 = K̃

(k)
DA;33, Ŝ

(k)
K = S̃

(k)
DA;K.Éåðàðõè÷íàòà ìàòðèöà ïîëó÷àâàìå âúâ âèäà(2.4.28) Â(k) = J

(k)
DAA

(k)(J
(k)
DA)T = J

(k)
DAM

(k)(J
(k)
DA)T + ∆t(1 − θ)J

(k)
DAK

(k)(J
(k)
DA)T ,êúäåòî ñëåäíîòî äâóíèâîâî ðàçäåëÿíå å â ñèëà(2.4.29) Â(k) =

[
Â

(k)
11 Â

(k)
12

Â
(k)
21 Â

(k)
22

]
=

[
M̂

(k)
11 + ∆t(1 − θ)K̂

(k)
11 M̂

(k)
12 + ∆t(1 − θ)K̂

(k)
12

M̂
(k)
21 + ∆t(1 − θ)K̂

(k)
21 M̂

(k)
22 + ∆t(1 − θ)K̂

(k)
22

]
.Òåîðåìà 2.4.1 Ïðè ïðèëàãàíå íà DA òðàíñ�îðìàöèÿ, çà ðàçäåëÿíåòî (2.4.29)ñà â ñèëà íåðàâåíñòâàòà:

1

4
(M (k−1) + ∆t(1 − θ) 4K(k−1)) ≤ Ŝ

(k)
A ≤ (M (k−1) + ∆t(1 − θ) 4K(k−1)),êúäåòî Ŝ(k)

A = Â
(k)
22 − Â(k)

21 Â
(k)−1

11 Â
(k)
12 å äîïúëíåíèå íà Øóð íà éåðàðõè÷íàòà ìàò-ðèöà (2.4.28). Òîçè ðåçóëòàò å ðàâíîìåðåí ïî îòíîøåíèå íà ñêîêîâå íà êîå�è-öèåíòè è ìðåæîâà è êîå�èöèåíòíà àíèçîòðîïèÿ.



Ï. Áîÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè 63Äîê à ç à ò å ë ñ ò â î. Îò (2.2.12) è (2.4.26), êàêòî è îò �àêòà, ÷å âñè÷êè ìàò-ðèöè è ñúîòâåòíè äîïúëíåíèÿ íàØóð ñà ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíè, ñëåäâà ñëåä-íàòà ãîðíà ãðàíèöà:(2.4.30) Ŝ
(k)
A = Â

(k)
22 − Â

(k)
21 Â

(k)−1

11 Â
(k)
12 ≤ M̂

(k)
22 + ∆t(1 − θ)K̂

(k)
22

= M (k−1) + ∆t(1 − θ) 4K(k−1).Òúé êàòî Ŝ(k)
A å äîïúëíåíèå íà Øóð íà ñóìà îò ìàòðèöè, òî (âæ. íàïð. [79℄)

Ŝ
(k)
A ≥ Ŝ

(k)
M + ∆t(1 − θ)Ŝ

(k)
KÈçïîëçâàéêè (2.2.15) è (2.4.27), ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà äîëíà ãðàíèöà çà Ŝ(k)

A ,(2.4.31) Ŝ
(k)
A ≥ min{(1 − γ2

M), (1 − γ2
K)}(M (k−1) + ∆t(1 − θ) 4K(k−1)).Êîìáèíèðàíåòî íà (2.4.30), (2.4.31) è îöåíêèòå çà γK è γM çàâúðøâàò äîêà-çàòåëñòâîòî.Ñëåäñòâèå 2.4.1 Ñëåäíîòî ñïåêòðàëíî îòíîøåíèå å â ñèëà, ðàâíîìåðíî îò-íîñíî ñêîêîâå íà êîå�èöèåíòè, ìðåæîâà è êîå�èöèåíòíà àíèçîòðîïèÿ:

1

2
A(k−1) ≤ Ŝ

(k)
A ≤ 4A(k−1).Äîêà ç à ò å ë ñ ò â î. Îò òîâà, ÷å M (k−1) å ñèìåòðè÷íà ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíàìàòðèöà è îò (2.4.30) ñëåäâà ÷å

Ŝ
(k)
A ≤ 4A(k−1).Àíàëîãè÷íî íà (2.4.31) ïîëó÷àâàìå, ÷å

Ŝ
(k)
A ≥ (1−γ2

M)M (k−1)+(1−γ2
K)∆t(1−θ) 4K(k−1) ≥ min{1

4
(1−γ2

M), (1−γ2
K)} 4A(k−1).Ïðåäñòàâåíèÿò àíàëèç ïîêàçâà äâà âúçìîæíè íà÷èíà çà êîíñòðóèðàíå íàAMLI ïðåîáóñëîâèòåë. Ïðè ïúðâèÿ ïîäõîä òåêóùîòî äîïúëíåíèå íà Øóð Ŝ(k)

Añå àïðîêñèìèðà ÷ðåç ìîäè�èöèðàíàòà ìàòðèöà A(k−1)
= M (k−1) + 4ℓ−k+1∆t(1 −
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θ)K(k−1). Â òîçè ñëó÷àé, ïðè èçïîëçâàíå íà ïîëèíîìèàëíà ñòàáèëèçàöèÿ, ëè-íåéíèÿò AMLI ïðåîáóñëîâèòåë C(k), âæ. (1.3.74), ñå äå�èíèðà ïîñðåäñòâîì ñòà-áèëèçèðàù ïîëèíîì âúâ âèäà

Z(k−1) = A
(k−1)

(
I − P k

βk
(C(k−1)−1

A
(k−1)

)
)−1

.Ïðè âòîðèÿ âúçìîæåí ïîäõîä äèðåêòíî ñå èçïîëçâà ìàòðèöàòà íà ñèñòåìàòà
A(k−1) è äîïúëíåíèåòî íà Øóð ñå ïðèáëèæàâà ÷ðåç

Z(k−1) = A(k−1)
(
I − P k

βk
(C(k−1)−1

A(k−1))
)−1

.Â ïðåäñòàâåíèòå â òàçè ãëàâà ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè ïðèáëèæàâàìå äîïúë-íåíèåòî íà Øóð ÷ðåç A(k−1), êàòî ïðèåìàìå, ÷å òîçè èçáîð å ïî-åñòåñòâåí è íåâîäè äî ðàçëèêè â ìàùàáà íà åëåìåíòèòå â ñúîòâåòñòâàùèòå íà ðàçëè÷íè íèâàíà ðà�èíèðàíå áëîêîâå íà ìíîãîíèâîâèÿ ïðåîáóñëîâèòåë.Â îáùèÿ ñëó÷àé èçïîëçâàíàòà òåõíèêà çà òåîðåòè÷åí àíàëèç íå å äèðåêò-íî ïðèëîæèìà çà FR ðàçäåëÿíåòî (âæ. íàïð. [60℄), íî â ñëåäâàùèòå ðàçäåëèâêëþ÷âàìå ðåçóëòàòè îò åêñïåðèìåíòè è ÷èñëåíî èçñëåäâàíå êàêòî çà DA, òàêàè çà FR ïðåîáóëñîâèòåëè.2.5 �îáàñòíè AMLI ïðåîáóñëîâèòåëè çà ïàðàáî-ëè÷íè çàäà÷èÒóê ïðåäñòàâÿìå îáîáùåíèå è ñðàâíåíèå íà ðîáàñòíè ìíîãîíèâîâè ïðåîáóñëî-âèòåëè çà ïàðàáîëè÷íè çàäà÷è, äèñêðåòèçèðàíè ñ ïîìîùòà íà êîí�îðìíè èíåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè. �àçãëåæäàíèòå AMLI ìåòîäè ñå õàðàêòåðèçè-ðàò îò êîíñòàíòàòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ çà èçáðàíîòî éåðàðõè÷íîðàçäåëÿíå. Çà öåëèòå íà ñðàâíåíèåòî ðàçãëåæäàìå ñèñòåìíà ìàòðèöà â ñëåäíèÿ(ñêàëèðàí) âèä(2.5.32) A = ζM +K =
∑

E∈T
AE =

∑

E∈T
(ζME +KE)



Ï. Áîÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè 65êúäåòî ζ > 0 å ïàðàìåòúð, ñúîòâåòñòâàù íà èçáîðà íà ïàðàìåòðèòå ∆t è θ ïðèäèñêðåòèçàöèÿòà ïî âðåìåòî.(i) Íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð, DA ðàçäåëÿíå:Çà ëîêàëíàòà (ìàêðîåëåìåíòíà) êîíñòàíòà íà ÊÁØ çà éåðàðõè÷íàòà ìàòðèöàíà êîðàâèíà K̂E = JDA;EKE(JDA;E)T â ñëó÷àÿ íà íåêîí�îðìíè äèñêðåòèçàöèèñ êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð å â ñèëà îöåíêàòà
γ2

K;E ≤ 3

4
,ïîêàçàíà çà ïúðâè ïúò â [27℄. Êîíñòàíòà íà ÊÁØ çà ëîêàëíàòà ìàòðèöà íà ìàñà

M̂E = JDA;EME(JDA;E)T óäîâëåòâîðÿâà ðàâåíñòâîòî
γ2

M ;E =
1

2
.Ëîêàëíàòà ìàêðîåëåìåíòíà ìàòðèöà ÂE = JDA;EAE(JDA;E)T = ζM̂E + K̂Eèìà ñëåäíîòî áëî÷íî ïðåäñòàâÿíå:(2.5.33) ÂE =

[
ÂE;11 ÂE;12

ÂE;21 ÂE;22

]
= ζ

[
M̂E;11 M̂E;12

M̂E;21 M̂E;22

]
+

[
K̂E;11 K̂E;12

K̂E;21 K̂E;22

]
.Ïî äå�èíèöèÿ (âæ. �ëàâà 1.3.1), êîíñòàíòàòà γA;E â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâîíà ÊÁØ çà ðàçäåëÿíåòî (2.5.33) å ìèíèìàëíàòà êîíñòàíòà, çà êîÿòî

|vT
1 ÂE;12v2| ≤ γA;E

{
vT

1 ÂE;11v1 vT
2 ÂE;22v2

}1/2

.Â ñèëà ñà íåðàâåíñòâàòà
|vT

1 ÂE;12v2| ≤ ζ |vT
1 M̂E;12v2| + |vT

1 K̂E;12v2|
≤ γM ;Eζ

{
vT

1 M̂E;11v1v
T
2 M̂E;22v2

}1/2

+γK;E

{
vT

1 K̂E;11v1v
T
2 K̂E;22v2

}1/2

≤ max{γM ;E, γK;E}
(
ζ
{
vT

1 M̂E;11v1v
T
2 M̂E;22v2

}1/2

+
{
vT

1 K̂E;11v1v
T
2 K̂E;22v2

}1/2
)

≤ max{γM ;E, γK;E}
{
vT

1 (ζM̂E;11 + K̂E;22)v1v
T
2 (ζM̂E;22 + K̂E;22)v2

}1/2

.



66 Ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà ëèíåéíè ïàðàáîëè÷íè çàäà÷èÑëåäîâàòåëíî, γA;E ≤ max{γM ;E, γK;E}. Òîãàâà, ñ ïîìîùòà íà Ëåìà 1.3.4, ïîëó-÷àâàìå ðàâíîìåðíàòà îòíîñíî ìðåæîâà è êîå�èöèåíòíà àíèçîòðîïèÿ îöåíêà(2.5.34) γ2
DA;A = γ2

A ≤ 3

4çà êîíñòàíòàòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ çà DA ðàçäåëÿíå íà ìàòðèöàòà(2.5.32) ïðè äèñêðåòèçàöèÿ ñ íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè.(ii) Íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð, FR ðàçäåëÿíå:Â òîçè ñëó÷àé ñà â ñèëà ñëåäíèòå ðàâíîìåðíè îöåíêè çà ëîêàëíèòå êîíñòàíòèíà ÊÁØ çà ìàêðîåëåìåíòíèòå ìàòðèöè íà ìàñà è íà êîðàâèíà,
γ2

M ;E = 0, γ2
K;E <

3

4
.Ñòîéíîñòòà íà γ2

M :E çà FR ðàçäåëÿíå ñëåäâà îò äèàãîíàëíàòà ñòðóêòóðà íà åëå-ìåíòíèòå ìàòðèöè íà ìàñà,
Me =

|e|
3




1 0 0

0 1 0

0 0 1


 ,è ñå èçâåæäà äèðåêòíî.Ïîðàäè ïî-îñîáåíèÿ âèä íà FR òðàíñ�îðìàöèÿòà (2.2.20), òóê ðàçñúæäåíè-ÿòà îò ïîäòî÷êà (i) íå ìîãàò äà ñå ïðèëîæàò äèðåêòíî.(iii) Êîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè íà Êóðàíò:Ëîêàëíàòà êîíñòàíòà íà ÊÁØ çà ñëó÷àÿ íà äâóíèâîâî ðàçäåëÿíå íà ìàòðè-öàòà íà êîðàâèíà ïðè äèñêðåòèçàöèÿ ñ ëèíåéíè êîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè, åàíàëèçèðàíà â [67, 9℄, âæ. ñúùî [11℄. Ñëåäíàòà îöåíêà å â ñèëà:

γ2
K;E ≤ 3

4
.Çà ëîêàëíàòà êîíñòàíòà íà ÊÁØ çà ìàòðèöàòà íà ìàñàòà å â ñèëà ðàâåíñò-âîòî, âæ. íàïð. [67℄,

γ2
M ;E =

9

10
.



Ï. Áîÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè 67Òîçè ðåçóëòàò ìîæå äà ñå ïðîâåðè, êàòî ñå âçåìå ïðåäâèä, ÷å åëåìåíòíàòà ìàò-ðèöà íà ìàñàòà çà êðàéíè åëåìåíòè íà Êóðàíò, e ∈ Tk, èìà âèäà
Me =

|e|
12




2 1 1

1 2 1

1 1 2

.


Òîãàâà, â ñëó÷àÿ íà ðàçãëåæäàíàòà äèñêðåòèçàöèÿ ñ íåêîí�îðìíè êðàéíèåëåìåíòè, çà ëîêàëíàòà êîíñòàíòà íà ÊÁØ çà äâóíèâîâî ðàçäåëÿíå íà ìàòðè-öàòà (2.5.32), äå�èíèðàíî ÷ðåç (1.3.68), å â ñèëà îöåíêàòà

γ2
A ≤ γ2

A;E ≤ max

{
3

4
,

9

10

}
,îò êúäåòî(2.5.35) γ2

A ≤ 9

10
.Îöåíêàòà å ðàâíîìåðíà îòíîñíî ìðåæîâà è êîå�èöèåíòíà àíèçîòðîïèÿ.Äîñòàòú÷íîòî óñëîâèå çà îïòèìàëíîñò íà AMLI ìåòîäà (1.3.78) íå å èçïúë-íåíî, àêî γ2 > 8

9
. Êàêòî ñå âèæäà îò îöåíêàòà (2.5.35), ïðè äâóíèâîâî ðàçäåëÿíåâ ñëó÷àÿ íà êîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè, òîâà ìîæå äà ñå ñëó÷è çà îïðåäåëåíèñòîéíîñòè íà êîå�èöèåíòà ζ â (2.5.32), êîéòî â îáùèÿ ñëó÷àé å ïðîïîðöèîíàëåííà 1

∆t
.Â ñëó÷àÿ íà DA ðàçäåëÿíå, óñëîâèåòî çà îïòèìàëíîñò (1.3.78) å óäîâëåòâîðå-íî çà ñúñòàâíàòà ìàòðèöà (2.5.32) çà ñòåïåí íà ñòàáèëèçèðàùèÿ ïîëèíîì β = 3.×èñëåíèòå åêñïåðèìåíòè, âêëþ÷åíè â ñëåäâàùèÿ ðàçäåë, ïîêàçâàò, ÷å ñòàáèëè-çàöèÿ ìîæå äà ñå ïîñòèãíå è çà β = 2, êàêòî ïðè DA, òàêà è ïðè FR ðàçäåëÿíå.Åäíî âúçìîæíî îáÿñíåíèå çà òåçè ðåçóëòàòè å, ÷å ðåàëíàòà ñòîéíîñò íà γDA;Açà ñúñòàâíàòà ìàòðèöà å ïî-ìàëêà. ò.å. îöåíêàòà (2.5.34) íå ñå äîñòèãà.Ôèãóðè 2.4�2.6 ïðåäñòàâÿò ÷èñëåíî èçñëåäâàíå íà ïîâåäåíèåòî íà êîíñòàí-òàòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ çà ìàòðèöàòà AE = ζME + KE êàòî�óíêöèÿ íà ïðîèçâåäåíèåòî íà ïàðàìåòúðà ζ è ëèöåòî íà êðàéíèÿ åëåìåíò |e|îò åäíà ñòðàíà, è ìðåæîâàòà àíèçîòðîïèÿ îò äðóãà ñòðàíà. Îçíà÷àâàìå ñ γCR

DA;E,
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γCR

FR;E è γC
E ìàêðîåëåìåíòíèòå êîíñòàíòè íà ÊÁØ, ñúîòâåòñòâàùè íà ðàçäåëÿíè-ÿòà â ñëó÷àèòå (i), (ii) è (iii). Íåêà ïðèïîìíèì, ÷å òóê ìðåæîâàòà àíèçîòðîïèÿ

Ôèãóðà 2.4: Ìàêðîåëåìåíòåí òðèúãúëíèê: (α1, α2, α3) = (60o, 60o, 60o)ñå îïèñâà ïîñðåäñòâîì úãëèòå (α1, α2, α3) íà òðèúãúëíèòå êðàéíè åëåìåíòè (âæ.Ôèãóðà 2.2). �àçãëåæäàìå òðè ñëó÷àÿ, êàòî âñåêè å ïðåäñòàâåí íà îòäåëíà �èãó-ðà. Íà âñÿêà îò Ôèãóðè 2.4, 2.5 è 2.6, çà ñúîòâåòíèÿ èçáîð íà úãëèòå (α1, α2, α3),ñà èçîáðàçåíè ãðà�èêèòå íà γ2 = {(γC
E )2, (γCR

DA;E)2, (γCR
FR;E)2} êàòî �óíêöèè íà

ζ |e|. Íàïîìíÿìå, ÷å çà íåÿâåí ìåòîä íà Îéëåð, ζ å ïðîïîðöèîíàëíà íà 1/∆t, àëèöåòî íà åëåìåíòà |e| å ïðîïîðöèîíàëíî íà h2, êúäåòî h å õàðàêòåðèñòè÷íèÿòðàçìåð. Ñòîéíîñòòà íà ζ |e| çàâèñè îò èçáîðà íà ñòúïêèòå ïî ïðîñòðàíñòâî èâðåìå.Êîíñòàíòàòà γCR
FR;E â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ çà FR ðàçäåëÿíå å íàé-ìàëêàòà âúâ âñè÷êè ðàçãëåæäàíè ñëó÷àè. Ïðè ñðàâíåíèå íà γC

E è γCR
DA;E ñå âèæ-äà, ÷å êîíñòàíòàòà íà ÊÁØ çà êîí�îðìíè åëåìåíòè èìà ïî-äîáðî ïîâåäåíèå çàìàëêè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòúðà ζ |e| è ñëó÷àè íà ïî-ìàëêà ìðåæîâà àíèçîòðî-ïèÿ. Îáùî íàáëþäåíèå å, ÷å ïðåäèìñòâàòà íà íåêîí�îðìíèòå êðàéíè åëåìåíòèñà äîáðå èçðàçåíè â ñëó÷àÿ íà íàé-ñèëíà ìðåæîâà àíèçîòðîïèÿ, âæ. Ôèãóðà 2.6.
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Ôèãóðà 2.5: Ìàêðîåëåìåíòåí òðèúãúëíèê: (α1, α2, α3) = (45o, 45o, 90o)2.6 ×èñëåíè åêñïåðèìåíòèÙå èëþñòðèðàìå ÷èñëåíî å�åêòèâíîñòòà íà ðàçãëåæäàíèòå òåõíèêè çà ïðåî-áóñëàâÿíå ñ ïîìîùòà íà ñëåäíèòå çàäà÷è.Çàäà÷à 2.6.1 (Ïàðàáîëè÷íà çàäà÷à âúðõó ìîäåëíà îáëàñò ñ òðèúãúëíà�îðìà) �àçãëåæäàìå ñèñòåìàòà (2.1.9),
(M + ∆t(1 − θ)K)u = g,ïîëó÷åíà ïðè äèñêðåòèçàöèÿ íà çàäà÷àòà 2.1.2 âúðõó òðèúãúëíà îáëàñò Ω, âæ.Ôèãóðà 2.7. Äÿñíàòà ÷àñò g ñúîòâåòñòâà íà ñëó÷àéíî-ãåíåðèðàíîòî òî÷íîðåøåíèå u, g = Au. Âúðõó ñòðàíàòà íà îáëàñòòà, ëåæàùà ñðåùó úãúë α3, åíàëîæåíî õîìîãåííî ãðàíè÷íî óñëîâèå íà Äèðèõëå, à âúðõó äðóãèòå äâå ñòðà-íè íà òðèúãúëíèêà Ω ñà íàëîæåíè õîìîãåííè óñëîâèÿ íà Íîéìàí. Èçñëåäâàìåñêîðîñòòà íà ñõîäèìîñò íà AMLI ìåòîäà çà òðè ñëó÷àÿ íà úãëè íà òðèú-ãúëíàòà îáëàñò Ω. Ìðåæèòå ñà ïîëó÷åíè ÷ðåç ðàâíîìåðíî ñãúñòÿâàíå è ñàñúñòàâåíè îò òðèúãúëíè êðàéíè åëåìåíòè ñúñ ñúùèòå úãëè (α1, α2, α3). Úãëè-
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Ôèãóðà 2.6: Ìàêðîåëåìåíòåí òðèúãúëíèê: (α1, α2, α3) = (6o, 6o, 168o)òå íà îáëàñòòà Ω, à îò òàì è ñúîòâåòíèòå òðèúãúëíè êðàéíè åëåìåíòè, ñàèçáðàíè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí2.6.1.(à) α1 = 90◦, α2 = α3 = 45◦.2.6.1.(á) α1 = 156◦, α2 = α3 = 12◦.2.6.1.(â) α1 = 177◦, α2 = 2◦, α3 = 1◦.È â òðèòå ñëó÷àÿ êîå�èöèåíòíàòà ìàòðèöà â (2.1.2) å a(x) =

[
1 0

0 1

]
.Íàïîìíÿìå, ÷å ëîêàëíèòå ñâîéñòâà (ñúîòâåòñòâàùè íà åëåìåíòíèòå ìàò-ðèöè) íà èçîòðîïíèÿ îïåðàòîð íà Ëàïëàñ âúðõó àíèçîòðîïíà ìðåæà êàòîòàçè â 2.6.1.(b) è 2.6.1.(
), ñà åêâèâàëåíòíè íà ñâîéñòâàòà íà àíèçîòðîïåíåëèïòè÷åí îïåðàòîð âúðõó ìðåæà îò ïðàâîúãúëíè ðàâíîáåäðåíè òðèúãúëíèöèêàòî òàçè â 2.6.1.(a), âæ. íàïð. [9℄.Çàäà÷à 2.6.2 (Óðàâíåíèå íà òîïëîïðîâîäíîñò ñ ïðåêúñíàòî íà÷àëíîóñëîâèå) �àçãëåæäàìå (2.1.2) â åäèíè÷íèÿ êâàäðàò Ω = [0, 1]2. Äÿñíàòà ÷àñò
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Ôèãóðà 2.7: Îáëàñòòà Ω çà Çàäà÷à 2.6.1. Ïðè ðàçëè÷åí èçáîð íà úãëèòå ñå èëþñ-òðèðà âúçäåéñòâèåòî íà ìðåæîâàòà àíèçîòðîïèÿ âúðõó ñêîðîñòòà íà ñõîäèìîñòíà ïðåäëîæåíèÿ ïðåîáóñëîâèòåëå f(x, t) = 1, à ïî ãðàíèöàòà ΓD ≡ ∂Ω ñà íàëîæåíè õîìîãåííè ãðàíè÷íèòåóñëîâèÿ íà Äèðèõëå. Íà÷àëíîòî óñëîâèå u0 å ïðåêúñíàòî, êàòî u0 = 1 âúââúòðåøíîñòòà íà êðúã ñ ðàäèóñ 0.4 è öåíòúð â (0.5, 0.5) è u0 = 0 èçâúí òîçèêðúã.�àçãëåæäàìå AMLI àëãîðèòìè áàçèðàíè êàêòî íà DA, òàêà è íà FR ðàç-äåëÿíèÿ. Âúâ âñè÷êè åêñïåðèìåíòè ñèñòåìèòå ñ âîäåùèòå äèàãîíàëíè áëîêîâåñå ðåøàâàò ïðèáëèæåíî ÷ðåç òðè âúòðåøíè èòåðàöèè íà ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå, êúäåòî ïðåîáóñëîâèòåëÿò å ïîñòðîåí ïî îïèñàíèÿ â�àçäåë 2.3 íà÷èí.Â ÷èñëåíèòå åêñïåðèìåíòè ðàçãëåæäàìå AMLI ïðåîáóñëîâèòåë áåç ñòàáè-ëèçàöèÿ (V-öèêúë) è íåëèíååí AMLI (NLAMLI) ñ áðîé âúòðåøíè èòåðàöèè ñîáîáùåí ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå βk = 2 è 3 íà âñÿêîíèâî k (W-öèêúë îò ñòåïåí 2 è 3). Èçïîëçâàìå íåëèíåéíèÿ AMLI ìåòîä ïîðàäèñëåäíèòå ñúîáðàæåíèÿ. Îò åäíà ñòðàíà íå ðàçïîëàãàìå ñ îöåíêà íà êîíñòàíòàòàâ óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ çà ñëó÷àÿ íà FR ðàçäåëÿíå íà ìàòðèöàòà íàñèñòåìàòà çà ïàðàáîëè÷íà çàäà÷à. Èçâåñòíî å îáà÷å (âæ. íàïð. [61℄), ÷å çà åëèï-òè÷íè çàäà÷è FR ïîäõîäúò ïðèòåæàâà ïî-äîáðà ñõîäèìîñò îò DA ìåòîäà, êîåòîíè äàâà îñíîâàíèå äà î÷àêâàìå ïîäîáíî ïîâåäåíèå è çà ñëó÷àÿ íà ïàðàáîëè÷íè
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2.6.1 (a) 2.6.1 (b) 2.6.1 (
)Áðîé V W2 W3 V W2 W3 V W2 W3ðà�èíèðàíèÿ ℓ DA ïðåîáóñëîâèòåë1 8 11 11 10 14 14 7 10 92 12 13 12 19 15 14 14 18 173 15 13 12 34 16 14 26 22 174 19 13 11 62 18 14 51 26 165 26 13 12 114 18 14 102 25 16FR ïðåîáóñëîâèòåë1 8 8 8 9 9 9 6 7 62 11 8 8 15 10 9 10 7 63 14 8 8 20 10 9 16 7 64 16 8 7 25 9 9 21 6 65 20 8 8 29 9 9 19 6 6Òàáëèöà 2.1: Çàäà÷à 2.6.1: Áðîé èòåðàöèè çà ñòàöèîíàðíàòà çàäà÷à
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)Áðîé V W2 W3 V W2 W3 V W2 W3ðà�èíèðàíèÿ ℓ DA ïðåîáóñëîâèòåë1 7 7 7 8 8 8 5 5 52 8 7 7 10 8 8 7 6 53 11 7 7 13 8 8 10 6 54 14 7 7 15 8 8 10 6 55 19 7 7 18 8 8 12 6 5FR ïðåîáóñëîâèòåë1 6 6 6 8 8 8 5 6 62 7 6 6 10 8 8 7 6 53 7 6 6 9 8 8 8 5 54 7 6 6 9 8 8 9 5 55 7 6 6 10 8 8 9 5 5Òàáëèöà 2.2: Çàäà÷à 2.6.1: Áðîé èòåðàöèè, θ = 0, AMLI ïðåîáóñëîâèòåëçàäà÷è. Ñúùî òàêà, òðÿáâà äà ñå âçåìå ïîä âíèìàíèå, ÷å FR ïðåîáóñëîâèòåëèòåïîäîáðÿâàò ñâîéñòâàòà ñè ïðè óâåëè÷àâàíå íà áðîÿ íà íèâàòà â AMLI ìåòî-äà. Âúç îñíîâà íà Òåîðåìà 2.4.1, DA ïðåîáóñëîâèòåëÿò ïðèòåæàâà ãàðàíòèðàíàîïòèìàëíà ñêîðîñò íà ñõîäèìîñò ïðè èçïîëçâàíå íà ñòàáèëèçèðàù ïîëèíîì îòòðåòà ñòåïåí, íî â ïðîâåäåíèòå åêñïåðèìåíòè, ïðåäñòàâåíè â Òàáëèöè 2.1�2.3,ðàçãëåæäàìå ñúùî òàêà è ñòàáèëèçàöèÿ ñàìî ñ äâå âúòðåøíè èòåðàöèè. Åòîçàùî, èçïîëçâàíåòî íà ñàìîðåãóëèðàùèÿ ñå íåëèíååí AMLI ìåòîä ñ àäàïòèâíîïðåîáóëñëàâÿíå ïî íèâà, êîéòî äà ïîçâîëè óñâîÿâàíåòî íà ïúëíèÿ ïîòåíöèàë íàéåðàðõè÷íîòî ðàçäåëÿíå, å çà ïðåäïî÷èòàíå.Çàáåëåæêà 2.6.1 ×èñëåíè åêñïåðèìåíòè, êîèòî íå ñà âêëþ÷åíè â äèñåðòàöè-ÿòà, ïîêàçâàò, ÷å ïîäîáíî íà ïðåäñòàâåíèòå â [16℄ ðåçóëòàòè, ñòàáèëèçàöèÿ



74 Ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà ëèíåéíè ïàðàáîëè÷íè çàäà÷èìîæå äà áúäå ïðèëàãàíà ñàìî íà ÷àñò îò íèâàòà, âæ. ñúùî [76℄.Åêñïåðèìåíòèòå çà Çàäà÷à 2.6.1 èëþñòðèðàò âúçäåéñòâèåòî íà ìðåæîâàòààíèçîòðîïèÿ âúðõó å�åêòèâíîñòòà íà ïðåäëîæåíèÿ ïðåîáóñëîâèòåë çà (2.1.9).Â ïðåäñòàâåíèòå åêñïåðèìåíòè íàé-ãðóáàòà ìðåæà å ïîëó÷åíà ÷ðåç òðè ïîñëåäî-âàòåëíè ðà�èíèðàíèÿ íà íà÷àëíàòà ãåîìåòðèÿ. Íàé-�èíàòà èçïîëçâàíà ìðåæàèìà 98688 ñòåïåíè íà ñâîáîäà. Èçïîëçâàíî å íóëåâî íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå.Ïðîâåäåíè ñà òðè âèäà åêñïåðèìåíòè. Ïðè ïúðâèÿ ðàçãëåæäàìå ñòàöèîíàð-íàòà çàäà÷à, êúäåòî ðåøàâàíèòå ñèñòåìè ñà (ñàìî) ñ ìàòðèöàòà íà êîðàâèíà. Âäðóãèòå äâà ñëó÷àÿ ðåøàâàìå äèñêðåòèçèðàíàòà ïàðàáîëè÷íà ñèñòåìà (2.1.9) çàäâå ñòîéíîñòè íà θ, θ = 0 è θ = 1/2. Ïðè θ = 0 äèñêðåòèçàöèÿòà ïî âðåìåòî å÷ðåç íàïúëíî íåÿâíà ñõåìà (íåÿâåí ìåòîä íà Îéëåð), à ïðè θ = 1/2 � ÷ðåç ìåòîäíà Êðàíê-Íèêîëñîí. È â äâàòà ñëó÷àÿ ñòúïêàòà ïî âðåìåòî å ∆t = h2
ℓ , êúäåòî hℓå õàðàêòåðèñòè÷íèÿò ðàçìåð íà íàé-�èíàòà ìðåæà. Ñèñòåìèòå íà íàé-ãðóáàòàìðåæà ðåøàâàìå òî÷íî ñ �àêòîðèçàöèÿ íà Õîëåöêè.Â Òàáëèöè 2.1�2.3 ñà ïîêàçàíè ðåçóëòàòè çà ðåøàâàíåòî íà Çàäà÷à 2.6.1.Âñåêè ðåä îòãîâàðÿ íà åäíîêðàòíî ðåøàâàíå íà ñúîòâåòíàòà ñèñòåìà ÷ðåç ïðè-ëàãàíå íà ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå çà ñëó÷àÿ íà V-öèêúë(V), èëè îáîáùåí ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå çà ñëó÷àÿ íàW-öèêúë ñ äâå âúòðåøíè èòåðàöèè (W2) è W-öèêúë ñ òðè âúòðåøíè èòåðà-öèè (W3). Ïðåäñòàâåíèÿò áðîé èòåðàöèè ñúîòâåòñòâà íà îòíîñèòåëíà ãðåøêà

||r(n)||/||r(0)|| ≤ 10−6, êúäåòî r(n) å n-òèÿò ðåçèäóàë, âæ. (1.2.43) â Àëãîðèòúì1.2.2.Â ñëó÷àÿ íà Çàäà÷à 2.6.1.(á) è 2.6.1.(â) ìàòðèöàòà íà êîðàâèíà å äîïúëíè-òåëíî ëîøî îáóñëîâåíà çàðàäè ìðåæîâàòà àíèçîòðîïèÿ, ïîðîäåíà îò �îðìàòàíà òðèúãúëíèòå åëåìåíòè. �åçóëòàòèòå â Òàáëèöà 2.1 ÿñíî ïîêàçâàò âëèÿíèåòîíà òîçè �àêò âúðõó ñõîäèìîñòòà íà V-öèêúëà. Â ñúîòâåòñòâèå ñ òåîðåòè÷íèòåîöåíêè, ïðè èçïîëçâàíå íà ñòàáèëèçàöèÿ â äâàòà âàðèàíòà íà W-öèêúë, áðîÿòíà èòåðàöèèòå íå ñå âëèÿå ñúùåñòâåíî îò �ëîøàòà� ìðåæà.
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2.6.1 (a) 2.6.1 (b) 2.6.1 (
)Áðîé V W2 W3 V W2 W3 V W2 W3ðà�èíèðàíèÿ ℓ DA ïðåîáóñëîâèòåë1 6 7 7 7 7 7 6 5 52 8 7 7 9 7 7 8 6 63 11 7 7 11 7 7 9 6 64 14 7 7 13 7 7 10 6 65 19 7 7 16 7 7 11 6 6FR ïðåîáóñëîâèòåë1 6 6 6 7 7 7 6 5 62 6 6 6 9 7 7 7 6 53 6 6 6 9 7 7 8 5 54 6 6 6 9 7 7 9 5 55 6 6 6 9 7 7 9 5 5Òàáëèöà 2.3: Çàäà÷à 2.6.1: Áðîé èòåðàöèè, θ = 1/2, AMLI ïðåîáóñëîâèòåë



76 Ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà ëèíåéíè ïàðàáîëè÷íè çàäà÷èÌàòðèöàòà íà ìàñàòà çà êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð å äèàãîíàëíà,ïîðàäè êîåòî ìàòðèöàòà íà ñèñòåìàòà çà äèñêðåòèçèðàíàòà ïàðàáîëè÷íà çàäà-÷à å ïî-ñèëíî äèàãîíàëíî äîìèíèðàùà îò ìàòðèöàòà íà ñèñòåìàòà â ñëó÷àé íàåëèïòè÷íà çàäà÷à. Ñðàâíåíèå íà ðåçóëòàòèòå â Òàáëèöà 2.1, îò åäíà ñòðàíà, èÒàáëèöè 2.2 è 2.3, îò äðóãà ñòðàíà, ÿñíî ïîêàçâà âëèÿíèåòî íà òîçè å�åêò. W-öèêëèòå çà ïàðàáîëè÷íàòà ñèñòåìà ñå ñòàáèëèçèðàò çà ïî-ìàëúê áðîé èòåðàöèè.V-öèêúëúò çà òîçè ñëó÷àé ñúùî èìà ïî-äîáðè ñâîéñòâà. Ïðè èçïîëçâàíàòà òóêñòúïêà ïî âðåìåòî íå ñå íàáëþäàâàò ìíîãî ãîëåìè ðàçëèêè â ïîâåäåíèåòî íàïðåîáóñëîâèòåëèòå çà äâàòà èçáîðà íà θ, êîåòî ñúùî å â ñúîòâåòñòâèå ñ òåîðå-òè÷íèòå îöåíêè. Ñðàâíåíèåòî íà DA è FR ïðåîáóñëîâèòåëèòå ïîêàçâà, ÷å FRìåòîäúò èìà ñúùàòà èëè ïî-äîáðà ñêîðîñò íà ñõîäèìîñò ñïðÿìî òàçè íà DA ìå-òîäà çà ïàðàáîëè÷íàòà çàäà÷à. Ñëó÷àÿò íà W-öèêúë ñ òðè âúòðåøíè èòåðàöèè,êàêòî è òîçè ñ äâå, ïîêàçâàò îïòèìàëíî ïîâåäåíèå è çà äâàòà ðàçãëåæäàíè âà-ðèàíòà íà éåðàðõè÷íî ðàçäåëÿíå. �åçóëòàòèòå ïîòâúðæäàâàò ïðåäïîëîæåíèåòî,÷å FR ïðåîáóñëîâèòåëÿò å îïòèìàëåí è çà ïàðàáîëè÷íàòà çàäà÷à.Çà äà íàïðàâèì ñðàâíåíèå íà ïðåäëîæåíèòå AMLI ïðåîáóñëîâèòåëè ñ äðóãèîïòèìàëíè ìåòîäè, âêëþ÷âàìå è ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè ñ ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿãðàäèåíò, ïðåîáóñëîâåí ñ Àëãåáðè÷åí Ìóëòèãðèä (AMG). �åøàâàìå ðàçãëåæäà-íàòà çàäà÷à ïðè θ = 1/2, çà òðèòå ñëó÷àÿ 2.6.1.(a), 2.6.1.(b) è 2.6.1.(
). Çà AMGïðåîáóñëîâèòåëÿ, êàòî �÷åðíà êóòèÿ� ñ íàñòðîéêè ïî ïîäðàçáèðàíå, èçïîëçâàìå�óíêöèîíàëíîñòòà â áèáëèîòåêàòà HSL_MI20 (âæ. [55℄). �åçóëòàòèòå ñà ïðåä-ñòàâåíè â Òàáëèöà 2.4. Äÿñíàòà ÷àñò, íà÷àëíîòî ïðèáëèæåíèå è êðèòåðèÿ çàïðåêðàòÿâàíå íà èòåðàòèâíèÿ ïðîöåñ ñà ñúùèòå êàòî òåçè, èçïîëçâàíè ñ DA èFR ïðåîáóñëàâÿíå â Òàáëèöà 2.3. ßñíî èçðàçåíî å ïðåäèìñòâîòî íà NLAMLI çàñèëíî àíèçîòðîïíè çàäà÷è.Êàòî ñëåäâàùà ñòúïêà ðàçãëåæäàìå Çàäà÷à 2.6.2 è ïîâåäåíèåòî íà ïðåäëîæå-íèòå òåõíèêè íà ïðåîáóñëàâÿíå â ïðîöåñà íà ÷èñëåíî ðåøàâàíå íà íåñòàöèîíàð-íàòà ïàðàáîëè÷íà çàäà÷à. Èçâåñòíî å, ÷å çà ïî-ñëîæíè çàäà÷è, íàïðèìåð òàêèâàñ ïðåêúñíàòî íà÷àëíî óñëîâèå êàòî ðàçãëåæäàíàòà òóê, ñòîéíîñò íà ïàðàìåòú-ðà θ = 1/2 âîäè äî íå�èçè÷íè îñöèëàöèè â íà÷àëîòî íà èç÷èñëèòåëíèÿ ïðîöåñ.
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)ðà�èíèðàíèÿ ℓAMG ïðåîáóñëîâèòåë1 4 10 282 4 10 383 4 10 464 4 10 505 4 10 50Òàáëèöà 2.4: Çàäà÷à 2.6.1: Áðîé èòåðàöèè, θ = 1/2, AMG ïðåîáóñëîâèòåëÅòî çàùî èçïîëçâàìå íåÿâåí ìåòîä íà Îéëåð, θ = 0. Â åêñïåðèìåíòèòå èçáèðàìå
∆t = hℓ. Çà ïîëó÷àâàíå íà ïðåäñòàâåíèòå ðåçóëòàòè èçïúëíÿâàìå äåñåò ñòúïêèïî âðåìåòî, êîåòî å äîñòàòú÷íî, çà äà ñå ïîêðèå ïåðèîäà, â êîéòî �óíêöèÿòà íàòåìïåðàòóðàòà ñå èçãëàæäà â öÿëàòà îáëàñò. Ïðèëàãàìå NLAMLI ñ FR ïðåîáóñ-ëîâèòåë è ñòàáèëèçàöèÿ ñ äâå âúòðåøíè èòåðàöèè. Íà âñÿêà ñòúïêà ïî âðåìåòîèçïîëçâàìå ïîëó÷åíèÿ íà ïðåäõîäíà ñòúïêà ðåçóëòàò êàòî íà÷àëíî ïðèáëèæå-íèå. Ïðèáëèæåíèÿòà ñå ïîäîáðÿâàò, ïîðàäè êîåòî èìà îñíîâàíèå äà ïðèëàãàìåäèíàìè÷åí êðèòåðèé çà êðàé íà èòåðàöèîííèÿ ïðîöåñ. Òóê, èòåðàöèèòå â ìåòî-äà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå è îáîáùåíèÿ ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå ñå ïðåóñòàíîâÿâàò, êîãàòî ||r(n)||/||r(0)|| ≤ 10−6, èëèêîãàòî ||r(n)|| ≤ 10−6. Â Òàáëèöà 2.5 ñà ïðåäñòàâåíè ñðåäíèÿò áðîé èçâúðøåíèíà ñòúïêà ïî âðåìåòî èòåðàöèè.Ôèãóðà 2.8 èëþñòðèðà �îðìàòà íà ïîëó÷åíîòî ÷èñëåíî ðåøåíèå. Ïîêàçàíèñà íà÷àëíîòî óñëîâèå, ïðèáëèæåíèåòî íà ïúðâàòà, âòîðàòà è ïîñëåäíàòà ñòúï-êà ïî âðåìåòî. �åçóëòàòèòå ñúîòâåòñòâàò íà ñâîéñòâàòà íà �èçè÷íîòî ÿâëåíèå.ßñíî ñå íàáëþäàâà òèïè÷íîòî çà åâîëþöèîííè óðàâíåíèÿ èçãëàæäàíå íà íà÷àë-íîòî óñëîâèå.



78 Ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà ëèíåéíè ïàðàáîëè÷íè çàäà÷èÔèãóðà 2.8: Óðàâíåíèå íà òîïëîïðîâîäíîñò ñ ïðåêúñíàòî íà÷àëíî óñëîâèå, ℓ =

2.
(à) Íà÷àëíî óñëîâèå (á) Ïðèáëèæåíî ðåøåíèå íà ïúðâàòàñòúïêà ïî âðåìåòî

(â) Ïðèáëèæåíî ðåøåíèå íà âòîðàòàñòúïêà ïî âðåìåòî (ã) Ïðèáëèæåíî ðåøåíèå íà ïîñëåäíàòàñòúïêà ïî âðåìåòî�àçìåðíîñò Áðîé Ñð. áðîé Ñð. áðîéíà çàä. nℓ ðà�èí. ℓ èòåðàöèè (V) èòåðàöèè (W2)FR ïðåîáóñëîâèòåë800 1 6 53136 2 8 612416 3 11 649408 4 13 7197120 5 16 8Òàáëèöà 2.5: Çàäà÷à 2.6.2: Ñðåäåí áðîé èòåðàöèè íà ñòúïêà ïî âðåìåòî



�ëàâà 3
Ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çàãðà�-ëàïëàñèàíè ñ òåãëà
Âúâ �îêóñà íà íàñòîÿùàòà ãëàâà å êîíñòðóèðàíåòî íà ìíîãîíèâîâè ïðåîáóñëî-âèòåëè çà ñèñòåìè, ÷èèòî ìàòðèöè èìàò ñòðóêòóðà íà ãðà�-ëàïëàñèàí ñ òåãëà.Åäèí êëàñ çàäà÷è îò òîçè âèä å ñâúðçàí ñ ïðèëàãàíå íà ñìåñåí ìåòîä íà êðàé-íèòå åëåìåíòè.Íåêà íàïîìíèì, ÷å ñòàíäàðòíèÿò ìåòîä íà êðàéíèòå åëåìåíòè å âàðèàíò íàêëàñè÷åñêèÿ ìåòîä íà �èö ñ íà ÷àñòè ïîëèíîìèàëíî ïðîñòðàíñòâî çà òúðñåíå íàïðèáëèæåíî ðåøåíèå íà âàðèàöèîííàòà çàäà÷à. Â òîçè ñëó÷àé ðåøåíèåòî ìè-íèìèçèðà åíåðãåòè÷íèÿ �óíêöèîíàë, ñúîòâåòñòâàù íà ðàçãëåæäàíàòà çàäà÷à.Îò äðóãà ñòðàíà, ïðè ñìåñåíèÿ ìåòîä íà êðàéíèòå åëåìåíòè, ðåøåíèåòî å ñåä-ëîâà òî÷êà çà ñúîòâåòíèÿ �óíêöèîíàë. Ïîëó÷åíàòà äèñêðåòíà çàäà÷à å çíàêîâîíåîïðåäåëåíà è ñëåäîâàòåëíî ìåòîäúò íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíåíå å äèðåêòíî ïðèëîæèì.Òóê ïîêàçâàìå êàê ðàçãëåæäàíàòà â òàçè ãëàâà çàäà÷à ñúñ ñåäëîâà òî÷êàìîæå å�åêòèâíî äà ñå ñâåäå äî çàäà÷à çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìà ñúñ ñèìåòðè÷íàïîëîæèòåëíî ïîëóîïðåäåëåíà ìàòðèöà. Òàçè ìàòðèöà å ñúñ ñòðóêòóðà íà ãðà�-ëàïëàñèàí è íÿìà ñòàíäàðòíî ïðåäñòàâÿíå êàòî ñóìà îò åëåìåíòíè ìàòðèöè.Â èçïîëçâàíàòà â äèñåðòàöèÿòà �îðìóëèðîâêà ìàòðèöàòà íà ñèñòåìàòà ñå ðàç-79



80 Ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà ãðà�-ëàïëàñèàíèãëåæäà êàòî ñóìà îò ñïåöèàëíî âúâåäåíè ëîêàëíè ìàòðèöè, àñîöèèðàíè íå ñåëåìåíòèòå, à ñ òåõíèòå ñòðàíè. Â äèñåðòàöèÿòà ïðåäëàãàìå ìíîãîíèâîâ ïðåî-áóñëîâèòåë, îñíîâàí íà òàçè êîíñòðóêöèÿ. Ïðåäñòàâÿìå òåîðåòè÷íè è ÷èñëåíèðåçóëòàòè, ñâúðçàíè ñ äâàòà îñíîâíè àñïåêòà â ïîñòðîÿâàíåòî íà îïòèìàëåíAMLI ìåòîä � ðàâíîìåðíà îöåíêà íà êîíñòàíòàòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íàÊÁØ çà ïðåäëîæåíîòî éåðàðõè÷íî äâóíèâîâî ðàçäåëÿíå è å�åêòèâíè ïðåîáóñ-ëîâèòåëè çà âîäåùèòå äèàãîíàëíè áëîêîâå.Îñíîâíè ðåçóëòàòè, âêëþ÷åíè â íàñòîÿùàòà ãëàâà, ñà ïóáëèêóâàíè â:
• P. Boyanova, S. Margenov, Multilevel Splitting of Weighted Graph-Lapla
ianArising in Non-
onforming Mixed FEM Ellipti
 Problems, Numeri
al Analysisand Its Appli
ations, Springer LNCS 5434, 2009, 216-223.
• P. Boyanova, S. Margenov, Numeri
al Study of AMLI Methods for WeightedGraph-Lapla
ians, Large-S
ale S
ienti�
 Computing, Springer LNCS 5910,2010, 84-91.
• P. Boyanova, I. Georgiev, S. Margenov, L. Zikatanov,Multilevel Pre
onditioningof Graph-Lapla
ians: Polynomial Approximation of the Pivot Blo
ks Inverses,submitted.3.1 Ñìåñåíà çàäà÷à � ïîñòàíîâêà è äèñêðåòèçà-öèÿ�àçãëåæäàìå åëèïòè÷íàòà ãðàíè÷íà çàäà÷à â ñìåñåíà �îðìà(3.1.1) u + ∇p = f x ∈ Ω,

∇ · u = 0 x ∈ Ω,

u · n = 0 x ∈ ∂Ω,êúäåòî Ω å ìíîãîúãúëíà îáëàñò â R
2, à f = (f1, f2) å äàäåíà ãëàäêà âåêòîðíà�óíêöèÿ. Íåèçâåñòíàòà âåêòîðíà �óíêöèÿ u = (u1, u2) ùå íàðè÷àìå ñêîðîñò, àíåèçâåñòíàòà ñêàëàðíà �óíêöèÿ p � íàëÿãàíå.



Ï. Áîÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè 81Çàäà÷à îò òîçè âèä âúçíèêâà, íàïðèìåð, íà ïðîåêöèîííàòà ñòúïêà â ñúñòàâåíìåòîä çà íåñòàöèîíàðíèòå óðàâíåíèÿ íà Íàâèå-Ñòîêñ. Â òîçè ñëó÷àé êîìáèíà-öèÿòà îò êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð çà ñêîðîñòèòå è íà ÷àñòè êîíñòàíòèçà íàëÿãàíåòî âîäè äî óñòîé÷èâà, ëîêàëíî êîíñåðâàòèâíà äèñêðåòèçàöèÿ (âæ.[43℄, êàêòî è [25℄). Â ñëàáà �îðìà çàäà÷à (3.1.1) èìà âèäà:Ïðè äàäåíà äÿñíà ÷àñò f ∈ (L2(Ω))
2, äà ñå íàìåðÿò (u, p) ∈ (V, Q), òàêà ÷å(3.1.2) (u,v) + (p,∇ · v) = (f ,v) ∀v ∈ V,

(∇ · u, q) = 0 ∀q ∈ Q,êúäåòî
V = {v ∈ (L2(Ω))

2
,∇ · v ∈ L2(Ω),v · n = 0 âúðõó ∂Ω},

Q = {q ∈ L2(Ω);

∫

Ω

q = 0}.�àçãëåæäàìå êâàçè-ðåãóëÿðíà ìðåæà îò òðèúãúëíèöè Th ñ õàðàêòåðåí ðàç-ìåð h, à ïðèáëèæåíî ðåøåíèå (uh, ph) íà (3.1.2) òúðñèì â äèñêðåòíèòå ïðîñò-ðàíñòâà
Vh = { vh ∈ (L2(Ω))

2
,vh|e ∈ (P1(e))

2 ∀e ∈ Th,

vh å íåïðåêúñíàòà â ñðåäèòå íà ñòðàíèòå íà ∀e ∈ Th,

vh · n = 0 â ñðåäèòå íà ñòðàíè ïî ãðàíèöàòà ∂Ω},
Qh = {qh ∈ L2(Ω), qh|e ∈ P0(e), ∀e ∈ Th,

∫

Ω

qh = 0},òàêà ÷å(3.1.3) (uh,vh) + (ph,∇ · vh) = (fh,vh) ∀vh ∈ Vh,

(∇ · uh, qh) = 0 ∀qh ∈ Qh.Íåêà {xi}N
i=1 ñà ñðåäèòå íà ñòðàíèòå íà åëåìåíòèòå {ek}n

k=1. Îçíà÷àâàìå ñ
φi, i = 1, . . . , N áàçèñíèòå �óíêöèè íà Êðîçå-�àâèàð,

φi(xj) = δij ,à ñ qk, k = 1, . . . , n áàçèñíèòå �óíêöèè íà ïðîñòðàíñòâîòî íà íà ÷àñòè êîíñòàíòèâúðõó Th,(3.1.4) qk(y) = δkl,y ∈ el.



82 Ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà ãðà�-ëàïëàñèàíèÒîãàâà, íåèçâåñòíèòå �óíêöèè íà ñêîðîñòèòå è íàëÿãàíåòî òúðñèì êàòî
uh = (u1,h, u2,h) = (

N∑

j=1

u1,h,jφj,
N∑

j=1

u2,h,jφj),

ph =

n∑

k=1

ph,kqk.Çà äà å â ñèëà (uh,vh) + (ph,∇ · vh) = (fh,vh) çà âñÿêî vh ∈ Vh, äîñòàòú÷íî åäà å èçïúëíåíî çà ∀vh = (φi, 0) è ∀vh = (0, φi), i = 1, . . .N . Òîãàâà çàäà÷à (3.1.3)ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ âèäà:Äà ñå íàìåðÿò u1,h = {u1,h,j}N
j=1, u2,h = {u2,h,j}N

j=1 è ph = {ph,k}n
k=1, çà êîèòî

(3.1.5) N∑

j=1

∫

Ω

u1,h,jφjφi −
n∑

k=1

∫

Ω

ph,kqk
∂φi

∂x
=

N∑

j=1

∫

Ω

f1,h,jφjφi, i=1, . . . N

N∑

j=1

∫

Ω

u2,h,jφjφi −
n∑

k=1

∫

Ω

ph,kqk
∂φi

∂x
=

N∑

j=1

∫

Ω

f2,h,jφjφi, i=1, . . . N

−
N∑

j=1

∫

Ω

u1,h,j
∂φj

∂x
qk −

N∑

j=1

∫

Ω

u2,h,j
∂φj

∂y
qk = 0, k=1, . . . nÄèñêðåòíàòà ñèñòåìà (3.1.5) èìà âèäà Pwh = b, êúäåòî wT

h = {uT
1,h,u

T
2,h,p

T
h}å âåêòîðúò íà íåèçâåñòíèòå ñêîðîñòè è íàëÿãàíå, à ìàòðèöàòà P èìà ñëåäíàòàñèìåòðè÷íà ñòðóêòóðà(3.1.6) P =




M B1

M B2

BT
1 BT

2


 .ÒóêM å ìàòðèöà íà ìàñàòà, êîÿòî, êàêòî âå÷å áåøå ñïîìåíàòî, å äèàãîíàëíà,ò.å.

M = {mij}N
i,j=1, êúäåòî mii =

∫

Ω

φ2
i , à mij = 0 çà i 6= j.Áëîêîâåòå B1 è B2 ñà ìàòðèöè ñ N ðåäà è n ñòúëáà è ïîðàäè ñâîéñòâîòî(3.1.4) èìàò âèäà(3.1.7) B1 = {b1,ij}N,n

i,j=1, êúäåòî b1,ij = −
∫

ej

∂φi

∂x
,

B2 = {b2,ij}N,n
i,j=1, êúäåòî b2,ij = −

∫

ej

∂φi

∂y
.



Ï. Áîÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè 833.2 Ñòðóêòóðà íà ìàòðèöàòà íà çàäà÷àòà çà íà-ëÿãàíåòî: ãðà�-ëàïëàñèàí ñ òåãëàÑìåñåíèÿò ìåòîä íà êðàéíèòå åëåìåíòè âîäè äî çàäà÷à ñúñ ñåäëîâà òî÷êà. Ìàò-ðèöàòà P å îñîáåíà è äèðåêòíîòî ïðèëîæåíèå íà ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíòíå å âúçìîæíî.Ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè ñúñ ñåäëîâà òî÷êà ñà ïðåäëàãàíè îò ðàçëè÷-íè àâòîðè (âæ. íàïð. [17℄ è öèòèðàíèòå òàì çàãëàâèÿ). Â ðàçãëåæäàíèÿ ñëó÷àéìîæåì äà ïîäõîäèì ïî äâà íà÷èíà. Åäèíèÿò å äà åëèìèíèðàìå íåèçâåñòíèòåíà íàëÿãàíåòî è äà ïîëó÷èì ñèñòåìà çà íåèçâåñòíèòå ñêîðîñòè uh, (âæ. íàïð.[39℄). Ìîæåì ñúùî òàêà äà åëèìèíèðàìå íåèçâåñòíèòå ñêîðîñòè è äà ïîëó÷èìñèñòåìà çà íàëÿãàíåòî ñúñ ñèìåòðè÷íàòà ïîëîæèòåëíî ïîëóîïðåäåëåíà ìàòðèöà(3.2.8) A = BT
1 M

−1B1 +BT
2 M

−1B2.Ïîíåæå çà ñëó÷àÿ íà äèñêðåòèçàöèÿ ñ êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð ìàòðè-öàòà íà ìàñàòà å äèàãîíàëíà, òîâà èçêëþ÷âàíå ëåñíî ìîæå äà áúäå èçâúðøåíîòî÷íî. Â äèñåðòàöèÿòà ðàçãëåæäàìå òîçè âòîðè âàðèàíò, êàòî öåëòà íà òåêóùà-òà ãëàâà å äà ïðåäñòàâè å�åêòèâåí ìíîãîíèâîâ ìåòîä çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè ñìàòðèöàòà A.Çàáåëåæêà 3.2.1 Ïîðàäè âèäà, â êîéòî òúðñèì íåèçâåñòíîòî íàëÿãàíå � êà-òî íà ÷àñòè êîíñòàíòíà �óíêöèÿ � êîìïîíåíòèòå íà âåêòîðà ph = {ph,k}n
k=1ñå àñîöèèðàò ñ êðàéíèòå åëåìåíòè ek.Ìàòðèöàòà (3.2.8) èìà ñëåäíèÿ âèä(3.2.9) A = {aij}n

i,j=1, aij =
N∑

k=1

(
b1,kib1,kj

mkk
+
b2,kib2,kj

mkk
),êàòî îò (3.1.7) ñëåäâà, ÷å íåíóëåâà âðúçêà aij èìà ñàìî ìåæäó ñúñåäíè åëåìåí-òè ei, ej. Â îáùèÿ ñëó÷àé íà íà÷àëíà òðèàíãóëàöèÿ è ðàâíîìåðíî ðà�èíèðàíàìðåæà, åëåìåíòèòå íà ìàòðèöàòà èìàò ñòîéíîñòè, êîèòî çàâèñÿò îò úãëèòå íàòðèúãúëíèöèòå.



84 Ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà ãðà�-ëàïëàñèàíèÔèãóðà 3.1: Íåíóëåâèòå êîìïîíåíòè â äîïúëíåíèåòî íà Øóð çà íàëÿãàíåòî,àñîöèèðàíè ñ êðàéíèÿ åëåìåíò e1, ñúîòâåòñòâàò íà âðúçêè ñúñ ñúñåäíèòå ìóåëåìåíòè e1, e2, e3 ïîñðåäñòâîì îáùèòå èì êðàéíî-åëåìåíòíè âúçëè â ñðåäèòåíà ñòðàíèòå íà e1

Ëåìà 3.2.1 Íåêà ìðåæàòà Th å ïîëó÷åíà ÷ðåç ðàâíîìåðíî ñãúñòÿâàíå íà äàäå-íà íà÷àëíà òðèàíãóëàöèÿ. Çà íîìåðàöèÿ íà êðàéíèòå åëåìåíòè ek, k = 1, . . . , 4êàêòî íà Ôèãóðà 3.1, ðåäúò â ìàòðèöàòà A, îòãîâàðÿù íà êîìïîíåíòà íà íà-ëÿãàíåòî àñîöèèðàí ñ e1, èìà ñëåäíèòå íåíóëåâè åëåìåíòè:
(3.2.10) a12 = −3

cot2 α2 + 1

cotα2 + cotα3
,

a13 = −3(cotα2 + cotα3),

a14 = −3
cot2 α3 + 1

cotα2 + cotα3
,

a11 = −(a12 + a13 + a14).

Äîêà ç à ò å ë ñ ò â î. �àçãëåæäàìå êðàéíèÿ åëåìåíò e1, íåãîâèòå ñúñåäè èâúçëèòå â ñðåäèòå íà ñòðàíèòå ìó ñ íîìåðàöèÿ êàòî âúâ Ôèãóðà 3.1. Îò (3.2.9)
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a12 =

N∑

k=1

(
b1,k1b1,k2

mkk
+
b2,k1b2,k2

mkk
)

=
N∑

k=1




∫

e1

∂φk

∂x

∫

e2

∂φk

∂x∫

Ω

φ2
k

+

∫

e1

∂φk

∂y

∫

e2

∂φk

∂y∫

Ω

φ2
k




=

∫

e1

∂φ3

∂x

∫

e2

∂φ3

∂x

2

∫

e1

φ2
3

+

∫

e1

∂φ3

∂y

∫

e2

∂φ3

∂y

2

∫

e1

φ2
3

.Êàòî èçïîëçâàìå ñâîéñòâîòî íà íà ÷àñòè êîíñòàíòíàòà áàçèñíà �óíêöèÿ φ3:
∂(φ3|e2

)

∂x
= −∂(φ3|e1

)

∂x
,

∂(φ3|e2
)

∂y
= −∂(φ3|e1

)

∂y
,ïîëó÷àâàìå(3.2.11) a12 =

−
(∫

e1

∂φ3

∂x

)2

−
(∫

e1

∂φ3

∂y

)2

2

∫

e1

φ2
3

.Ñúùî òàêà äèðåêòíî ñå èçâåæäàò è ðàâåíñòâàòà:
(3.2.12) a13 =

−

0
@

∫

e1

∂φ1

∂x

1
A

2

−

0
@

∫

e1

∂φ1

∂y

1
A

2

2

∫

e1

φ2
1

, a14 =

−

0
@

∫

e1

∂φ2

∂x

1
A

2

−

0
@

∫

e1

∂φ2

∂y

1
A

2

2

∫

e1

φ2
2

,

a11 =

3∑

k=1




(∫

e1

∂φk

∂x

)2

+

(∫

e1

∂φk

∂y

)2

2

∫

e1

φ2
k


 = −(a12 + a13 + a14).Íåêà òî÷êèòå A,B,C ñà ñðåäèòå íà ñòðàíèòå íà íåèçðîäåíèÿ òðèúãúëåí êðà-åí åëåìåíò e, à φ1, φ2, φ3 ñà ñúîòâåòíèòå èì áàçèñíè �óíêöèè íà Êðîçå-�àâèàð.Òðèúãúëíèêúò ABC, âæ. Ôèãóðà 3.2, å ïîäîáåí íà e ñ êîå�èöèåíò íà ïîäîáèå
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Ôèãóðà 3.2: Ïðè ñâúðçâàíå íà ñðåäèòå íà ñòðàíèòå íà êðàåí åëåìåíò e, ñå ïî-ëó÷àâà ïîäîáåí íà íåãî òðèúãúëíèê. Áàçèñíèòå �óíêöèè íà Êðîçå-�àâèàð àñî-öèèðàíè ñ e çàâèñÿò îò úãëèòå α1, α2, α3

2. Èçïîëçâàìå îçíà÷åíèÿòà r = |OA|, s = |OB|, q = |OC|. Ñëåäíèòå ðàâåíñòâàñå ïðîâåðÿâàò äèðåêòíî:(3.2.13) cotα2 =
s

r
, cotα3 =

q

r
,

cotα1 = cot(π − (α2 + α3)) = −cotα2 cotα3 − 1

cotα2 + cotα3
=

r2 − sq

r(s+ q)
.Òîãàâà, çà áàçèñíèòå �óíêöèè è òåõíèòå ïðîèçâîäíè ñà â ñèëà ðàâåíñòâàòà:

(3.2.14) φ1 = −x
r
,

∂φ1

∂x
= −1

r
,

∂φ1

∂y
= 0,

φ2 =
qx+ r(q − y)

r(s+ q)
,

∂φ2

∂x
=

q

r(s+ q)
,

∂φ2

∂y
= − 1

s + q
,

φ3 =
sx+ r(s+ y)

r(s+ q)
,

∂φ3

∂x
=

s

r(s+ q)
,

∂φ3

∂y
=

1

s + q
.Çà ëèöåòî íà êðàéíèÿ åëåìåíò ïîëó÷àâàìå ïðåäñòàâÿíåòî(3.2.15) |e| =

∫

e

1 = 4
r(s+ q)

2
= 2r(s+ q),
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e

φ2
k =

2

3
r(s+ q).Èçðàçèòå (3.2.10) ñå èçâåæäàò ñëåä çàìåñòâàíå íà (3.2.14), (3.2.15) è (3.2.16)â (3.2.11) è (3.2.12) è ïîðåäèöà îò åêâèâàëåíòíè ïðåîáðàçóâàíèÿ. Çà a12 ïîëó-÷àâàìå

a12 =

−

0
@

∫

e1

∂φ3

∂x

1
A

2

−

0
@

∫

e1

∂φ3

∂y

1
A

2

2

∫

e1

φ2
3

= −3r2(s+ q)2

r(s+ q)

(
s2

r2(s+ q)2
+

1

(s+ q)2

)

= − 3

r(s+ q)

(
s2 + r2

)
= −3

(
s2

r(s+ q)
+

r

(s+ q)

)
.Îêîí÷àòåëíèÿò âèä íà a12 ñå ïîëó÷àâà êàòî èçïîëçâàìå (3.2.13) è �àêòà, ÷å

r

s+ q
=

1

cotα2 + cotα3

. Àíàëîãè÷íè ðàçñúæäåíèÿ ñå èçïîëçâàò è çà a13 è a14.Â èçëîæåíèåòî ìàòðèöè ñúñ ñòðóêòóðà îò îïèñàíèÿ ïî-ãîðå âèä ùå íàðè÷àìåãðà�-ëàïëàñèàíè ñ òåãëà (âæ. íàïð. [65℄).Çàáåëåæêà 3.2.2 Â òåîðèÿ íà ãðà�èòå, ãðà�-ëàïëàñèàíúò e ìàòðèöà, êîÿòîñúäúðæà èí�îðìàöèÿòà çà âúðõîâåòå è ðåáðàòà ìó. Íåêà G å äàäåí ãðà� ñ nâúðõà υi, i = 1, . . . , n. �ðà�-ëàïëàñèàí çà ãðà�à G íàðè÷àìå ìàòðèöàòà L =

{ℓij}n
i,j=1, êúäåòî:
ℓij =





deg(υi), i = j,

−1, i 6= j è âúðõîâåòå ñ íîìåðà i è j ñà ñâúðçàíè ñ ðåáðî,
0, â ïðîòèâåí ñëó÷àé .Â ñëåäâàùèòå ðàçäåëè ðàçãëåæäàìå ñëó÷àÿ íà âëîæåíè ìðåæè îò ðàâíîáåä-ðåíè ïðàâîúãúëíè òðèúãúëíèöè, êàòî âñÿêà ïî-�èíà ìðåæà å ïîëó÷åíà ÷ðåçðàâíîìåðíî ñãúñòÿâàíå íà ïðåäõîäíàòà. Îò Ëåìà 3.2.1 ñëåäâà, ÷å çà âñÿêà òàêà-âà òðèàíãóëàöèÿ, A ñúîòâåòñòâà íà Ò-îáðàçíèÿ ÷åòèðèòî÷êîâ øàáëîí îò Ôèãóðà3.3, ò.å., âðúçêèòå íà åëåìåíò e ñ íåãîâè ñúñåäè ñ îáù êàòåò èìàò ñòîéíîñò −1,à âðúçêà ñ åëåìåíò ñ îáùà õèïîòåíóçà èìà ñòîéíîñò −2.



88 Ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà ãðà�-ëàïëàñèàíèÔèãóðà 3.3: ×åòèðèòî÷êîâ øàáëîí íà äîïúëíåíèåòî íà Øóð çà íàëÿãàíåòî �ðàâíîáåäðåíè ïðàâîúãúëíè òðèúãúëíèöè
−1

−1

−2

4

3.3 Éåðàðõè÷íî ðàçäåëÿíå, îöåíêà íà êîíñòàíòà-òà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØÊàêòî çíàåì, îñíîâåí ãðàäèâåí åëåìåíò â êîíñòðóèðàíåòî íà å�åêòèâíè AMLIìåòîäè å äå�èíèðàíåòî íà ïîäõîäÿùî éåðàðõè÷íî ðàçäåëÿíå íà êðàéíî-åëåìåíòíîòî ïðîñòðàíñòâî. Ïðåäëîæåíèÿò ïî-äîëó ïîäõîä çà éåðàðõè÷íî ðàçäå-ëÿíå íà ãðà�-ëàïëàñèàíè ñ òåãëà ñå áàçèðà íà èäåè, ïúðâîíà÷àëíî ïðåäñòàâåíèâ [65℄.Íåêà Tk−1 ⊂ Tk ñà äâå ïîñëåäîâàòåëíè òðèàíãóëàöèè íà îáëàñòòà Ω, ïîëó÷åíè÷ðåç ðàâíîìåðíî ñãúñòÿâàíå íà íà÷àëíà ìðåæà îò ðàâíîáåäðåíè ïðàâîúãúëíèòðèúãúëíèöè. �ðà�-ëàïëàñèàíúò ñ òåãëà A ïðåäñòàâÿìå âúâ âèäà
A(k) =

∑

ε∈E
A(k)

ε ,êàòî ñóìà (â ñìèñúë íà àñåìáëèðàíå) îò ëîêàëíè ìàêðîåëåìåíòíè ìàòðèöè.Òóê A(k)
ε äå�èíèðàìå ïî ñïåöèàëåí íà÷èí, êîåòî å è ïúðâàòà âàæíà ñòúïêà âïðåäëîæåíàòà éåðàðõè÷íà êîíñòðóêöèÿ. Ìàòðèöèòå A(k)

ε àñîöèèðàìå ñ ìíîæåñ-òâîòî íà ñòðàíèòå ε ∈ E íà òðèúãúëíèöèòå îò ïî-ãðóáàòà ìðåæà. Ñëåäâàéêèíîìåðàöèÿòà îò Ôèãóðà 3.4, âúâåæäàìå ëîêàëíà ìàêðîåëåìåíòíà ìàòðèöà A(k)
ε ,
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Ôèãóðà 3.4: Ìàêðîåëåìåíò îò äâà òðèúãúëíèêà ñ îáùà õèïîòåíóçà
ñúîòâåòñòâàùà íà õèïîòåíóçà, ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

(3.3.17) A(k)
ε = A

(k)
ε;H =




t+ 1 −2t t−1
2

t−1
2

−2t 2t

t−1
2

5−t
2

−2

t−1
2

5−t
2

−2

t+ 1 −2t t−1
2

t−1
2

−2t 2t

−2 t−1
2

5−t
2

−2 t−1
2

5−t
2




.
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(3.3.18) A(k)

ε = A
(k)
ε;C =




3−t
2

t− 1 t−1
2

−t

t− 1 2 − t −1

t−1
2

3−t
2

−1

−t t

3−t
2

t− 1 −t t−1
2

−1 t− 1 2 − t

−t t

−1 t−1
2

3−t
2




.

Îñíîâíà èäåÿ â òàçè êîíñòðóêöèÿ å êîìïîíåíòèòå íà ãëîáàëíàòà ìàòðèöà A,ñúîòâåòñòâàùè íà äàäåí åëåìåíò e ∈ Tk, äà áúäàò "ðàçïðåäåëåíè"ìåæäó òðèëîêàëíè ìàòðèöè, ñúîòâåòñòâàùè íà òðèòå ñòðàíè íà åëåìåíòà E ∈ Tk−1 îò ãðó-áàòà ìðåæà, çà êîéòî e ⊂ E. Òîâà ðàçïðåäåëåíèå ñòàâà ïîñðåäñòâîì òåãëîâèÿïàðàìåòúð t ∈ (0, 1) â (3.3.17) è (3.3.18). ßäðîòî ker(A(k)
ε ) ñúäúðæà êîíñòàí-òíèòå âåêòîðè, à ñëåä àñåìáëèðàíå íà A

(k)
ε , ε ∈ E , ãëîáàëíàòà ìàòðèöà A ñåâúçñòàíîâÿâà òî÷íî.Âòîðèÿò âàæåí ìîìåíò â êîíñòðóèðàíåòî íà ïðåîáóñëîâèòåëÿ, å äà ñå âúâåäåëîêàëíà òðàíñ�îðìàöèîííà ìàòðèöà J (k)

ε . Äå�èíèðàìå ÿ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí
(3.3.19) J (k)

ε =




1 s q q

1 q s q

1 q q s

1 s q q

1 q s q

1 q q s

r r r r

r r r r




,



Ï. Áîÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè 91êúäåòî ïàðàìåòðèòå s è q ùå áúäàò óòî÷íåíè ïî-êúñíî, à r å ñêàëèðàù ïàðàìå-òúð. Â éåðàðõè÷åí áàçèñ ëîêàëíèòå ìàòðèöè èìàò ñëåäíèÿ âèä(3.3.20) Ã(k)
ε = J (k)

ε A(k)
ε J (k)

ε

T
=

[
Ã

(k)
ε:11 Ã

(k)
ε:12

Ã
(k)
ε:21 Ã

(k)
ε:22

]
,êúäåòî áëîêúò Ã(k)

ε:22 å ñ ðàçìåðíîñò 2×2. �ëîáàëíàòà éåðàðõè÷íà ìàòðèöà Ã(k) =∑

ε∈E
Ã(k)

ε ïðèåìà áëî÷íîòî äâå-íà-äâå ðàçäåëÿíå(3.3.21) Ã(k) =

[
Ã

(k)
11 Ã

(k)
12

Ã
(k)
21 Ã

(k)
22

]
.Ëåìà 3.3.1 Çà éåðàðõè÷íèÿ áàçèñ, äå�èíèðàí ÷ðåç òðàíñ�îðìàöèÿòà (3.3.19),å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

Ã
(k)
22 = A(k−1) òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî r =

√
2

2
.Äîêà ç à ò å ë ñ ò â î. Îò (3.3.19) è (3.3.20) ñå èçâåæäàò ñëåäíèòå ðàâåíñòâà çàêîìïîíåíòèòå (i, j) íà Ã(k)

ε:22:̃
A

(k)
ε:22(1, 1) = r2

4∑

i,j=1

A(k)
ε (i, j)

Ã
(k)
ε:22(1, 2) = r2

4∑

i=1

8∑

j=5

A(k)
ε (i, j)

Ã
(k)
ε:22(2, 2) = r2

8∑

i,j=5

A(k)
ε (i, j)

Ã
(k)
ε:22(2, 1) = r2

8∑

i=5

4∑

j=1

A(k)
ε (i, j).Çà ñëó÷àèòå (3.3.17), (3.3.18) ïîëó÷àâàìå ñúîòâåòíî(3.3.22) Ã

(k)
ε:22 = Ã

(k)
ε;H:22 = r2

[
4 −4

−4 4

]
,

Ã
(k)
ε:22 = Ã

(k)
ε;C:22 = r2

[
2 −2

−2 2

]
.
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√

2
2
â Ã(k)

ε;H:22 è Ã(k)
ε;C:22 ñå ñúäúðæàò ïðèíîñèòå êúì ãðà�-ëàïëàñèàíà îòïî-ãðóáàòà ìðåæà, ñúîòâåòñòâàùè íà âðúçêè ìåæäó åëåìåíòè ñ îáùà õèïîòåíóçàèëè êàòåò, âæ. ÷åòèðèòî÷êîâèÿ øàáëîí îò Ôèãóðà (3.3).Ëåìà 3.3.1 ïîêàçâà, ÷å âúâ âòîðèÿ äèàãîíàëåí áëîê íà ïðåäëîæåíîòî éåðàð-õè÷íîòî ðàçäåëÿíå ñå âúçñòàíîâÿâà ãðà�-ëàïëàñèàíúò íà ãðóáàòà ìðåæà, êîåòîïîçâîëÿâà ðåêóðñèâíî ìíîãîíèâîâî îáîáùåíèå çà ïîñëåäîâàòåëíîñò îò âëîæåíèòðèàíãóëàöèè.Êàêòî ñå âèæäà îò (3.3.22), ker(Ã(k)

ε:22) ñå ñúñòîè îò êîíñòàíòíèòå âåêòîðè. ÎòËåìà 1.3.3 ñëåäâà, ÷å ëîêàëíèòå êîíñòàíòè γε íà ÊÁØ çà ðàçäåëÿíåòî (3.3.20)ìîæåì äà ïðåñìåòíåì êàòî
(γε)

2 = 1 − λ,êúäåòî λ å ñîáñòâåíàòà ñòîéíîñò (êîÿòî å åäèíñòâåíà çà ðàçãëåæäàíèòå ìàòðèöè)íà çàäà÷àòà çà ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè
S̃(k)

ε v = λÃ
(k)
ε:22v, v 6= const,êúäåòî S̃(k)

ε = Ã
(k)
ε:22 − Ã

(k)
ε:21(Ã

(k)
ε:11)

−1Ã
(k)
ε:12 å äîïúëíåíèåòî íà Øóð.Âàðèðàéêè ïàðàìåòðèòå (s, q, t) ïîëó÷àâàìå ñåìåéñòâî éåðàðõè÷íè ðàçäåëÿ-íèÿ. Ïî àíàëîãèÿ ñ àíàëèçà â [65℄, ïúðâî ðàçãëåæäàìå êîìáèíàöèÿòà s = 1,

q = −0.5, t = 0.5. Êàòî èçïîëçâàìå Ëåìà 1.3.4 â òîçè ñëó÷àé ïîëó÷àâàìå îöåí-êàòà(3.3.23) γ2 ≤ max{γe;H, γe;C} = 0.73çà êîíñòàíòàòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ çà ðàçäåëÿíåòî (3.3.21).Êàòî ñëåäâàùà ñòúïêà ìîäè�èöèðàìå ïàðàìåòðèòå íà éåðàðõè÷íàòà òðàíñ-�îðìàöèÿ ñ öåë ïîäîáðÿâàíå íà îöåíêàòà çà ëîêàëíèòå êîíñòàíòè â óñèëåíîòîíåðàâåíñòâî íà ÊÁØ. Âàðèðàìå ñòîéíîñòèòå íà q è t çà s = 1. Íàïðàâåíèÿòàíàëèç ïîêàçâà, ÷å çà q = −0.1 è t = 0.75 ñå äîñòèãà ëîêàëåí ìèíèìóì è(3.3.24) γ2 ≤ max{γe;H, γe;C} = 0.58.



Ï. Áîÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè 93Äâóíèâîâîòî ðàçäåëÿíå ìîæå äèðåêòíî äà ñå îáîáùè â AMLI ìåòîä çà ïîñ-ëåäîâàòåëíîñò îò âëîæåíè ìðåæè T0 ⊂ T1 ⊂ ... ⊂ Tℓ. Êîíñòðóèðàíåòî íà éå-ðàðõè÷íèÿ áàçèñ è âñè÷êè ñâúðçàíè ñ íåãî ìàòðèöè íå çàâèñÿò îò òåêóùîòîíèâî íà ðà�èíèðàíå, åòî çàùî îöåíêèòå (3.3.23) è (3.3.24) ñà â ñèëà çà âñÿêî
k = 1, . . . , ℓ. È â äâàòà ðàçãëåäàíè ñëó÷àÿ íà èçáîð íà ïàðàìåòðèòå íà ðàçäå-ëÿíåòî (s, q), äîñòàòú÷íîòî óñëîâèå çà îïòèìàëíîñò (1.3.78) íà AMLI ìåòîäà åèçïúëíåíî çà ñòàáèëèçàöèÿ ñ ïîëèíîì îò âòîðà ñòåïåí.3.4 Ïðåîáóñëîâèòåë çà âîäåùèÿ äèàãîíàëåí áëîêÂ òîçè ðàçäåë å ïðåäëîæåí è èçñëåäâàí ïðåîáóñëîâèòåë çà âîäåùèÿ äèàãîíàëåíáëîê â äå�èíèðàíîòî éåðàðõè÷íî ðàçäåëÿíå íà ãðà�-ëàïëàñèàíè. Êîíñòðóêöè-ÿòà èçïîëçâà ïîëèíîìèàëíà àïðîêñèìàöèÿ íà îáðàòíà ìàòðèöà.Íåêà ðàçãëåäàìå ñèìåòðè÷íàòà ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà ìàòðèöà H ñ ðàç-ìåðíîñò n × n. Ìíîæåñòâîòî îò äâîéêèòå �è ñîáñòâåíî ÷èñëî - ñîáñòâåí âåêòîðîçíà÷àâàìå ñ {λi, v̂i}n

i=1, 0 < λ1 ≤ · · · ≤ λn. Öåëòà å äà ïîñòðîèì ïîëèíîìèàëíààïðîêñèìàöèÿ (ïðåîáóñëîâèòåë) C−1 íà H−1 (ò.å. ïðåîáóñëîâèòåë C íà H), òàêà÷å C−1 = Pν(H), êúäåòî Pν ∈ Pν å ïîëèíîì îò ñòåïåí ν, à îòíîñèòåëíîòî ÷èñëîíà îáóñëîâåíîñò κ(C−1H) äà å áëèçî äî åäèíèöà.Òåîðåìà 3.4.1 Íåêà Pν(x) ∈ Pν è íåðàâåíñòâàòà 0 < m ≤ Pν(x)x ≤ m ñà âñèëà çà âñÿêî x â äàäåí èíòåðâàë S, çà êîéòî [λ1, λn] ⊂ S. Òîãàâà
mvTv ≤ vTPν(H)Hv ≤ mvTv, ∀v ∈ R

n.Äîêà ç à ò å ë ñ ò â î. Çà âñåêè ñîáñòâåí âåêòîð v̂i, i = 1, . . . , n è öÿëî ÷èñëî m åèçïúëíåíî Hmv̂i = λm
i v̂i è ñëåäîâàòåëíî

Pν(H)v̂i = Pν(λi)v̂i.



94 Ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà ãðà�-ëàïëàñèàíèÍåêà v =
n∑

i=1

αiv̂i å ïðîèçâîëåí âåêòîð â R
n. Òîãàâà

vTPν(H)Hv = vTPν(H)H

n∑

i=1

αiv̂i

= vT

n∑

i=1

αiPν(H)Hv̂i

= vT

n∑

i=1

αiPν(λi)λiv̂i

≤ vTm

n∑

i=1

λiv̂i = mvTv.Ëÿâîòî íåðàâåíñòâî ñëåäâà ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí.Öåëòà å äà ïîëó÷èì ìàòðèöà, êîÿòî å áëèçêà äî îáðàòíàòà íàH , Pν(H)H ∼ I,ò.å. Pν(x)x ∼ 1 çà âñÿêî x ∈ S. Íåêà ïðåäïîëîæèì, ÷å |Pν(x)− 1/x| < ǫ çà âñÿêî
x ∈ S ⊂ (0,+∞). Òîãàâà

1 − ǫx < Pν(x)x < 1 + ǫx, ∀x ∈ S.Àêî å èçâåñòíà îöåíêà çà ñïåêòúðà íà H , òàêà ÷å λmin ≤ λi ≤ λmax , i = 1, . . . , n,ìîæåì äà èçáåðåì S = [λmin , λmax ] è äà ïîëó÷èì(3.4.25) 1 − ǫλmax < Pν(x)x < 1 + ǫλmax .Â îáùèÿ ñëó÷àé, àêî ǫ å äîñòàòú÷íî ìàëêî, èëè åêâèâàëåíòíî, àêî ñòåïåíòà νíà ïîëèíîìà å äîñòàòú÷íî ãîëÿìà, òî Pν(x)x > 0 çà âñÿêî x ∈ S, Pν(H)H åñèìåòðè÷íà è ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà è
κ(Pν(H)H) <

1 + ǫλmax

1 − ǫλmax
.Ïîäõîäúò, êîéòî ðàçãëåæäàìå â äèñåðòàöèÿòà, å äà èçáåðåì Pν(x) äà áúäåïîëèíîìà íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå íà x−1 â L∞ íîðìà â êðàéíèÿ èíòåðâàë

[λmin, λmax], ò.å.
∥∥∥∥

1

x
− Pν

∥∥∥∥
∞,[λmin ,λmax ]

= min
P∈Pν

∥∥∥∥
1

x
− P

∥∥∥∥
∞,[λmin ,λmax ]

= E(ν).



Ï. Áîÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè 95Èçâåñòíî å (âæ. íàïð. [72℄, [62℄), ÷å çà ν ≥ 1

Pν(x) =
1

x

(
1 +

2(−θ)−ν

(θ − θ−1)2
Rν+1(2σx− a)

)
,êúäåòî

σ =
1

λmax − λmin

, a =
λmax + λmin

λmax − λmin

, θ = a +
√
a2 − 1,

Rν+1(x) = θTν+1(x) + 2Tν(x) + θ−1Tν−1(x),è Tν(x) ∈ Pν å ïîëèíîìà íà ×åáèøåâ îò ñòåïåí ν. �ðåøêàòà íà íàé-äîáðîòîïîëèíîìèàëíî ïðèáëèæåíèå E(ν) å
E(ν) =

8σθ−ν

(θ − θ−1)2
.Çà ïîëèíîìà Pν(x) ñúùåñòâóâà òðè÷ëåííà ðåêóðåíòíà �îðìóëà (âæ. [62℄),êîÿòî ïîçâîëÿâà èçïîëçâàíåòî íà ñëåäíèÿ àëãîðèòúì çà ïðåñìÿòàíåòî íà Pν(H):

P0(H) =
η(1 + δ)

(1 − δ)2
I, P1(H) = −

(
η

1 − δ

)2

A +
2η

(1 − δ)2
I,

Pk+1(H) = [(1 + δ)I − ηA]Pk(H) − δPk−1(H) + ηI,êúäåòî
η =

4

(
√
λmax +

√
λmin )2

, δ =

(√
λmax −

√
λmin√

λmax +
√
λmin

)2

.Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå âîäåùèÿ äèàãîíàëåí áëîê Ã(k)
11 =

∑

ε∈E
Ã

(k)
ε:11. Ëîêàëíèòåìàòðèöè Ã(k)

ε:11 ñà ñèìåòðè÷íè è ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíè. Åòî çàùî Ã(k)
11 ñúùî åñèìåòðè÷íà. Èçâåñòíî å, ÷å íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå åäíà ñèìåòðè÷íàìàòðèöà äà å ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà, å ñîáñòâåíèòå �è ñòîéíîñòè äà ñà ïîëîæè-òåëíè. �àçãëåæäàìå çàäà÷àòà çà íàìèðàíå íà ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè Ã(k)
11 v = λv.Òîãàâà

λvTv = vT Ã
(k)
11 v =

∑

ε∈E
vT

ε Ã
(k)
ε:11vε ≤

∑

ε∈E
max λ(Ã

(k)
ε:11)v

T
ε vε.Ñëåäîâàòåëíî(3.4.26) λ < CE max

ε∈E
{maxλ(Ã

(k)
ε:11)},



96 Ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà ãðà�-ëàïëàñèàíèêúäåòî CE å ìàêñèìàëíèÿò áðîé åëåìåíòíè âåêòîðè vε, â êîèòî ìîæå äà ñå ñëó÷èäà ó÷àñòâà åäíà è ñúùà êîìïîíåíòà íà v. Ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí ñå äîêàçâà èîöåíêà îòäîëó, ò.å.(3.4.27) λ > min
ε∈E

{minλ(Ã
(k)
ε:11)}.Îò (3.4.26) è (3.4.27) ñëåäâà, ÷å Ã(k)

11 å ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà è îïèñàíà-òà ïî-ãîðå òåõíèêà çà ïîëèíîìèàëíà àïðîêñèìàöèÿ íà îáðàòíàòà �è ìàòðèöà åäèðåêòíî ïðèëîæèìà.Äà ðàçãëåäàìå Pν(Ã
(k)
11 ), êúäåòî Pν(x) å ïîëèíîì íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèåíà x−1 â L∞ íîðìà âúðõó èíòåðâàëà S = [λmin , λmax ], ñúäúðæàù âñè÷êè ñîá-ñòâåíè ñòîéíîñòè íà Ã(k)
11 . Íåðàâåíñòâàòà (3.4.26) è (3.4.27) íå çàâèñÿò îò ðàç-ìåðíîñòòà íà çàäà÷àòà, åòî çàùî å äîñòàòú÷íî äà íàìåðèì îöåíêè λmin è λmaxçà ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè íà âîäåùèÿ äèàãîíàëåí áëîê çà ñðàâíèòåëíî ãðóáàìðåæà è äà èçïîëçâàìå åäèí è ñúù èíòåðâàë S, à îò òàì è åäèí è ñúù ïîëèíîì

Pν(x), çà âñÿêî k = 1, . . . , ℓ. Ïðåäñòàâåíèòå â îñòàíàëàòà ÷àñò îò òàçè ãëàâà ðå-çóëòàòè ñà çà S = [1.3, 10.55]. Íà Ôèãóðà 3.5 ñå âèæäà ïîâåäåíèåòî íà ãðåøêàòà
Pν(x) − 1/x çà ñòåïåí íà ïîëèíîìà ν ∈ {2, 3, 4}. Âúâ âñè÷êè ñëó÷àè ñå íàáëþ-äàâàò ν + 2 òî÷êè íà àëòåðíàíñ, êîåòî â ñúãëàñèå ñ òåîðèÿ íà àïðîêñèìàöèèòåõàðàêòåðèçèðà ïîëèíîìà íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå â L∞ íîðìà.

2 4 6 8 10

-0.075

-0.05

-0.025

0.025

0.05

0.075

Ôèãóðà 3.5: Ïîâåäåíèå íà ãðåøêàòà Pν(x) − 1/x çà ñòåïåí íà ïîëèíîìà ν ∈
{2, 3, 4}Îò èçáîðà íà ïîëèíîìà Pν(x), íåðàâåíñòâàòà (3.4.25) è Òåîðåìà 3.4.1 ñëåäâà

1 −E(ν)λmax ≤ Pν(Ã
(k)
11 )Ã

(k)
11 ≤ 1 + E(ν)λmax .



Ï. Áîÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè 97Òîãàâà, ñëåäíèòå íåðàâåíñòâà ñà â ñèëà
vT Ã

(k)
11 v ≤ (1 + E(ν)λmax )vT (Pν(Ã

(k)
11 ))−1v ≤ (1 + E(ν)λmax )

(1 − E(ν)λmax )
vT Ã

(k)
11 v.Íåêà èçáåðåì(3.4.28) C

(k)
11 = (1 + E(ν)λmax )(Pν(Ã

(k)
11 ))−1çà ïðåîáóñëîâèòåë íà âîäåùèÿ äèàãîíàëåí áëîê Ã(k)
11 . Â òîçè ñëó÷àé çà êîíñòàí-òàòà ξ â (1.3.79) ïîëó÷àâàìå(3.4.29) ξ = (1 + E(ν)λmax )/(1 − E(ν)λmax ) − 1.3.5 ×èñëåíè åêñïåðèìåíòèÖåëòà íà ïðåäñòàâåíèòå â òàçè ãëàâà åêñïåðèìåíòè å äà áúäàò èçñëåäâàíè ñâîéñ-òâàòà íà ïðåäëîæåíèòå òåõíèêè çà ïðåîáóñëàâÿíå íà ãðà�-ëàïëàñèàíè ñ òåãëà.Èçñëåäâàìå ïîâåäåíèåòî íà ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå çàçàäà÷àòà

Ax = b,êúäåòî ãðà�-ëàïëàñèàíúò A å ïîëó÷åí çà äèñêðåòèçàöèÿ â åäèíè÷íèÿ êâàäðàò
Ω = (0, 1)×(0, 1) ïîñðåäñòâîì ðàâíîìåðíà ìðåæà îò ïðàâîúãúëíè òðèúãúëíèöè ñõàðàêòåðåí ðàçìåð h. Ïî ãðàíèöàòà íà îáëàñòòà ñà íàëîæåíè õîìîãåííè óñëîâèÿíà Äèðèõëå. Äàííèòå, ïðåäñòàâåíè â òàáëèöèòå ïî-äîëó, ñà çà áðîé èòåðàöèè,íåîáõîäèìè çà äîñòèãàíå íà îòíîñèòåëíà ãðåøêà ||r(n)||/||r(0)|| ≤ ǫ, êúäåòî r(n) å
n-òèÿò ðåçèäóàë, âæ. (1.2.43) â Àëãîðèòúì 1.2.2. �àçãëåæäàìå íóëåâà äÿñíà ÷àñò
b è ñëó÷àéíî íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå â èòåðàöèîííèÿ ïðîöåñ. �åøåíèå òúðñèìçà íÿêîëêî ñëó÷àÿ íà ðàçìåðíîñò nℓ íà íàé-�èíàòà ìðåæà Tℓ, ïîëó÷åíà ÷ðåç
ℓ = 1, . . . , 5 íà áðîé ðàâíîìåðíè ñãúñòÿâàíèÿ íà íà÷àëíà òðèàíãóëàöèÿ T0 ñõàðàêòåðåí ðàçìåð h0 = 1/16, êîåòî îòãîâàðÿ íà n0 = 512 íåèçâåñòíè. Áðîÿòñòåïåíè íà ñâîáîäà ìîæå äà ñå ïðåñìåòíå ïî �îðìóëàòà nℓ = 4ℓ−1 × 2048, êàòîíàé-ãîëÿìàòà ðàçãëåæäàíà ðàçìåðíîñò å n5 = 524288.



98 Ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà ãðà�-ëàïëàñèàíèÁðîé èòåðàöèè
(s, q) ǫ ℓ = 1 ℓ = 2 ℓ = 3 ℓ = 4 ℓ = 5

(1,−0.5)

10−3 4 4 4 4 4
10−6 7 8 8 8 8
10−9 11 12 12 12 12

(1,−0.1)
10−3 4 4 4 3 3
10−6 7 7 7 7 7
10−9 10 10 10 10 10Òàáëèöà 3.1: Äâóíèâîâ ìåòîä: áðîé èòåðàöèè ñ ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíòñ ïðåîáóñëàâÿíå3.5.1 Èçñëåäâàíå ñâîéñòâàòà íà éåðàðõè÷íèÿ áàçèñÊàòî ïúðâà ñòúïêà èçñëåäâàìå ñâîéñòâàòà íà ïðåäëîæåíîòî â �àçäåë 3.3 éå-ðàðõè÷íî ðàçäåëÿíå íà ãðà�-ëàïëàñèàí ñ òåãëà è ïîâåäåíèåòî íà ñúîòâåòíèÿìíîãîíèâîâ ìåòîä.Êîíñòðóèðàíèÿò AMLI ïðåîáóñëîâèòåë å ðåêóðñèâíî îáîáùåíèå íà äâóíèâîâìåòîä çà äâóíèâîâî ðàçäåëÿíå, êîåòî èìà åäíàêâè ñâîéñòâà íà âñÿêî íèâî. Åòîçàùî íàé-íàïðåä ðàçãëåæäàìå ïîâåäåíèåòî íà äâóíèâîâ ìóëòèïëèêàòèâåí ïðå-îáóñëîâèòåë îñíîâàí íà áëî÷íîòî ïðåäñòàâÿíå (3.3.21). �àçãëåæäàìå äâà ñëó÷àÿíà ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå íà éåðàðõè÷íîòî ðàçäåëÿíå, (s = 1, q = −0.5) è

(s = 1, q = −0.1). Êàêòî ñå âèæäà îò Òàáëèöà 3.1, è çà äâåòå ïàðàìåòðè÷íèêîìáèíàöèè áðîÿò íà èòåðàöèèòå â ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñ-ëàâÿíå íå çàâèñè îò ðàçìåðíîñòòà íà çàäà÷àòà, à ñàìî îò æåëàíàòà îòíîñèòåëíàãðåøêà ǫ, êàòî çàâèñèìîñòòà å ïðîïîðöèîíàëíà íà ln(1/ǫ). Òåçè ðåçóëòàòè ñà âñúîòâåòñòâèå ñ Òåîðåìà 1.2.2.Êàòî ñëåäâàùà ñòúïêà ðàçãëåæäàìå AMLI ïðåîáóñëîâèòåë ñúñ ñòàáèëèçè-ðàù ïîëèíîì îò âòîðà ñòåïåí. Çà ñëó÷àÿ β = 2, êîå�èöèåíòèòå íà ïîëèíîìàìîæåì äà ïðåñìåòíåì ÷ðåç �îðìóëèòå (1.3.80), â êîèòî ó÷àñòâàò îöåíêà γest íàêîíñòàíòàòà γ â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ, γ ≤ γest, è êîíñòàíòàòà ξ îò



Ï. Áîÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè 99Áðîé èòåðàöèè
(s, q), γ2

est ǫ ℓ = 1 ℓ = 2 ℓ = 3 ℓ = 4 ℓ = 5

(1,−0.5), 0.73

10−3 4 8 8 9 8
10−6 7 16 18 19 18
10−9 11 25 28 29 28

(1,−0.1), 0.58

10−3 4 4 4 4 4
10−6 7 8 8 8 8
10−9 10 11 12 11 11Òàáëèöà 3.2: W-öèêúë, òî÷íî ðåøàâàíå íà ñèñòåìèòå ñ âîäåùèÿ äèàãîíàëåíáëîê: áðîé èòåðàöèè ñ ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíåíåðàâåíñòâàòà (1.3.79).Çà åêñïåðèìåíòèòå îáîáùåíè â Òàáëèöà 3.2 èçïîëçâàìå âúòðåøíè èòåðàöèèçà äà ïîëó÷èì ðåøåíèå ñ ãîëÿìà òî÷íîñò, êîåòî äà íè ïîçâîëè äà ïðèåìàì, ÷å

ξ = 0. È çà äâàòà ñëó÷àÿ íà ïàðàìåòðè íà ðàçäåëÿíåòî áðîÿò èòåðàöèè ñå ñòà-áèëèçèðà, êàòî çà êîìáèíàöèÿòà ñ ïî-äîáðà îöåíêà íà êîíñòàíòàòà â óñèëåíîòîíåðàâåíñòâî íà ÊÁØ òîâà ñòàâà ïî-ðàíî è ñêîðîñòòà íà ñõîäèìîñò å çíà÷èòåëíîïî-äîáðà.�àçãëåæäàìå ñúùî òàêà è AMLI ïðåîáóñëîâèòåë, â êîéòî âîäåùèòå áëîêîâåñà àïðîêñèìèðàíè ñ òåõíè ñêàëèðàíè äèàãîíàëíè ÷àñòè D̃
(k)
11 = αDdiag(Ã

(k)
11 ).Ôàêòîðúò αD å èçáðàí òàêà, ÷å vT Ã

(k)
11 v ≤ vT D̃

(k)
11 v, ∀v, êîåòî íè ïîçâîëÿâà äàïðåñìåòíåì ξ â (1.3.79) è äà èçïîëçâàìå �îðìóëèòå (1.3.80). Êàêòî âå÷å áåøåîòáåëÿçàíî, ξ å ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî è íå çàâèñè îò ðàçìåðíîñòòà íà çàäà÷àòà.Ïðåñìÿòàìå ãî çà ñðàâíèòåëíî ãðóáà ìðåæà è èçïîëçâàìå ïîëó÷åíàòà ñòîéíîñòçà îïðåäåëÿíå íà êîå�èöèåíòèòå íà ñòàáèëèçèðàùèÿ ïîëèíîì çà âñè÷êè íèâà. Âïðåäñòàâåíèòå åêñïåðèìåíòè èçïîëçâàìå ξ = 4.67 çà (p = 1, q = −0.5) è ξ = 6.2çà (p = 1, q = −0.1). �åçóëòàòèòå çà ñúîòâåòíèòå AMLI ìåòîäè ñà ïîêàçàíè âÒàáëèöà 3.3. Îòíîñèòåëíîòî ÷èñëî íà îáóñëîâåíîñò íà AMLI ïðåîáóñëîâèòåëÿñå óâåëè÷àâà, êîãàòî ñèñòåìèòå ñ âîäåùèÿ äèàãîíàëåí áëîê íå ñå ðåøàâàò òî÷íî.



100 Ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà ãðà�-ëàïëàñèàíèÁðîé èòåðàöèè
(s, q), γ2

est ǫ ℓ = 1 ℓ = 2 ℓ = 3 ℓ = 4 ℓ = 5

(1,−0.5), 0.73

10−3 8 18 18 20 19
10−6 16 38 45 47 47
10−9 24 58 69 74 74

(1,−0.1), 0.58

10−3 9 9 9 9 9
10−6 20 20 20 20 20
10−9 30 30 30 30 30Òàáëèöà 3.3: W-öèêúë, äèàãîíàëíà àïðîêñèìàöèÿ íà âîäåùèÿ äèàãîíàëåí áëîê:áðîé èòåðàöèè ñ ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíåÒîâà å ïðè÷èíàòà çà ïî-ãîëåìèÿ áðîé èòåðàöèè â ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíòâ Òàáëèöà 3.3 ñïðÿìî òåçè â Òàáëèöà 3.2.Àíàëèçúò íà ÷èñëåíèòå åêñïåðèìåíòè äàâàò îñíîâàíèå äà ñå ïðåäïîëîæè, ÷åáèõìå ìîãëè äà ïîäîáðèì ìåòîäà çà ñëó÷àÿ (p = 1, q = −0.5), êàòî èçïîëçâàìåèí�îðìàöèÿ îò íàïðàâåíèòå òåñòîâå. Ïîâåäåíèåòî íà äâóíèâîâèÿ ïðåîáóñëîâè-òåë å äîáúð ïðàêòè÷åñêè èíäèêàòîð çà ñâîéñòâàòà íà äå�èíèðàíîòî éåðàðõè÷íîðàçäåëÿíå. Êàêòî ñå âèæäà îò Òàáëèöà 3.1, ìåòîäúò íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñïðåîáóñëàâÿíå ñå äúðæè ïî ìíîãî ïîäîáåí íà÷èí çà äâàòà ñëó÷àÿ íà ïàðàìåòðèíà ðàçäåëÿíåòî, êîåòî ïðåäïîëàãà, ÷å è ñúîòâåòíèòå ðàçäåëÿíèÿ èìàò áëèçêèñâîéñòâà. Îñâåí òîâà, àêî èçïîëçâàìå γ2

est = 0.73 â (1.3.81), çà äà ïðåñìåòíåìïðèáëèæåíà ñòîéíîñò íà îòíîñèòåëíîòî ÷èñëî íà îáóñëîâåíîñò íà AMLI ìåòîäàçà ñëó÷àÿ íà (s = 1, q = −0.5), ñúîòâåòíàòà î÷àêâàíà ñïîðåä (1.2.34) ñêîðîñòíà ñõîäèìîñò å ïî-äîáðà îò ðåàëíî íàáëþäàâàíàòà â Òàáëèöè 3.2 è 3.3. Êàêòîâå÷å áåøå ñïîìåíàòî, êà÷åñòâàòà íà ñòàáèëèçèðàùèÿ ïîëèíîì ñå âëèÿÿò îò òî÷-íîñòòà íà îöåíêàòà γ2
est, ñ êîÿòî ñå ïðåñìÿòàò êîå�èöèåíòèòå (1.3.80). Åòî çàùîèìà îñíîâàíèå äà ñå äîïóñíå, ÷å èçâåäåíàòà îöåíêà γ2

est = 0.73 å ïåñèìèñòè÷íàçà ñëó÷àÿ (p = 1, q = −0.5) è âìåñòî íåÿ ìîæåì äà èçïîëçâàìå ïîëó÷åíàòà çàñëó÷àÿ (p = 1, q = −0.1), ò.å. γ2
est = 0.58. Ïðåäñòàâåíèòå â Òàáëèöà 3.4 ðåçóëòàòè



Ï. Áîÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè 101Áðîé èòåðàöèè
ǫ ℓ = 1 ℓ = 2 ℓ = 3 ℓ = 4 ℓ = 5

C
(k)
11 = Ã

(k)
11

10−3 4 4 4 4 4
10−6 7 8 8 8 8
10−9 11 11 13 12 12

C
(k)
11 = D̃

(k)
11

10−3 8 9 9 9 9
10−6 16 19 19 19 19
10−9 24 28 28 29 29Òàáëèöà 3.4: W-öèêúë, (s = 1, q = −0.5, γ2

est = 0.58): áðîé èòåðàöèè ñ ìåòîäà íàñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíåñà çà AMLI ïðåîáóñëîâèòåë ñ êîå�èöèåíòè íà ñòàáèëèçèðàùèÿ ïîëèíîì, êîè-òî ïðåñìÿòàìå êàòî èçïîëçâàìå òàçè ïî-äîáðà îöåíêà. Êàêòî ìîæå äà ñå âèäè,ìåòîäúò íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñå ñõîæäà è AMLI ìåòîäúò ñå ñòàáèëèçèðà çàïî-ìàëêî èòåðàöèè, êàòî áðîÿò èì ñúîòâåòñòâà íà îöåíêàòà â Òåîðåìà 1.2.2.3.5.2 Èçñëåäâàíå ñâîéñòâàòà íà ïðåîáóñëîâèòåëÿ çà âîäå-ùèÿ äèàãîíàëåí áëîê×èñëåíèòå åêñïåðèìåíòè, êîèòî ñëåäâàò, èìàò çà öåë äà èëþñòðèðàò ñâîéñòâàòàíà ïðåäëîæåíèÿ â òàçè ãëàâà ïîëèíîìèàëåí ïðåîáóñëîâèòåë çà âîäåùèòå äèà-ãîíàëíè áëîêîâå â éåðàðõè÷íîòî ðàçäåëÿíå çà ãðà�-ëàïëàñèàíè. �åçóëòàòèòå âòîçè ðàçäåë ñà çà ñëó÷àÿ s = 1, q = −0.1, γ2
est = 0.58.Çàáåëåæêà 3.5.1 Çà ïðåñìÿòàíå íà îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà â åêñïåðèìåíòè-òå â òîçè ðàçäåë ñà èçïîëçâàíè êàêòî âåêòîðíàòà íîðìà ||r(n)|| = rT

(n)r(n), òàêàè åíåðãåòè÷íàòà íîðìà íà ðåçèäóàëèòå, ò.å. ||r(n)||A = rT
(n)Ar(n). Ñúùåñòâåíèðàçëèêè â áðîÿ íà èòåðàöèèòå çà äâàòà ñëó÷àÿ íå ñà íàáëþäàâàíè, êîåòî å âñúîòâåòñòâèå ñ òåîðèÿòà çà åêâèâàëåíòíîñò íà íîðìèòå.



102 Ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà ãðà�-ëàïëàñèàíèÏðåäëîæåíàòà â òàçè ãëàâà êîíñòðóêöèÿ çà ðàçãëåæäàíèòå ñèñòåìè ãàðàí-òèðà, ÷å ìàòðèöèòå C(k)
11 ñà ñèìåòðè÷íè ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíè ïðè ñòåïåíèíà ïîëèíîìà ν ≥ 2. Çà åêñïåðèìåíòèòå â Òàáëèöà 3.5 èçïîëçâàìå ñòîéíîñòòà íà

ξ îò (3.4.29) çà ïðåñìÿòàíå íà êîå�èöèåíòèòå (1.3.80). Ñõîäèìîñòòà ïðè ν = 3è ν = 4 å äîñòà ïî-äîáðà îò òàçè çà ν = 2 è ìåòîäúò ñå ñòàáèëèçèðà ïî-ðàíî.Òîâà å î÷àêâàí ðåçóëòàò, òúé êàòî E(ν) è ñúîòâåòíàòà ñòîéíîñò çà ξ ñà çíà÷è-òåëíî ïî-ãîëåìè ïðè ν = 2. Âàæíî å äà îòáåëåæèì, ÷å ξ å ìÿðêà çà òîâà êîëêîäîáðå C(k)
11 ïðèáëèæàâà Ã(k)

11 è ñúùî òàêà âëèÿå â çíà÷èòåëíà ñòåïåí íà ñòàáè-ëèçèðàùèòå ñâîéñòâà íà ïîëèíîìà Qβ−1. Íåêà ñðàâíèì ðåçóëòàòèòå â Òàáëèöà3.5 ñ òåçè â Òàáëèöà 3.3. Ïðåîáóñëàâèòåë ñ äèàãîíàëíà àïðîêñèìàöèÿ íà Ã(k)
11 ,çà êîéòî ξ = 6.2, âîäè äî ïî-ìàëúê áðîé èòåðàöèè îò ïðåîáóñëîâèòåë ñ ïîëè-íîìèàëíà àïðîêñèìàöèÿ îò ñòåïåí ν = 2, êúäåòî ξ = 9.166. Îò äðóãà ñòðàíà,êîãàòî áëîêúò Ã(k)

11 å ïðåîáóñëîâåí ñ ìàòðè÷åí ïîëèíîì îò ñòåïåí ν = 3 èëè
ν = 4, ξ å çíà÷èòåëíî ïî-ìàëêî, ñúîòâåòíî è èòåðàöèèòå íàìàëÿâàò, êàòî áðîÿòèì íå å ìíîãî ïî-ãîëÿì îò òîçè â Òàáëèöà 3.2 çà ñëó÷àÿ íà òî÷íî ðåøàâàíå íàñèñòåìèòå ñ âîäåùèÿ äèàãîíàëåí áëîê. Áðîé èòåðàöèè

ν ξ ǫ ℓ = 1 ℓ = 2 ℓ = 3 ℓ = 4 ℓ = 5

2 9.166

10−3 8 12 13 13 13
10−6 14 26 28 28 28
10−9 21 40 43 43 44

3 1.303

10−3 5 6 6 6 6
10−6 10 11 11 11 11
10−9 15 17 17 17 17

4 0.467

10−3 4 5 6 5 6
10−6 8 11 11 11 11
10−9 12 16 16 16 16Òàáëèöà 3.5: W-öèêúë, ïîëèíîìèàëíà àïðîêñèìàöèÿ îò ñòåïåí ν çà Ã(k)

11



Ï. Áîÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè 103Ïîëèíîìúò Pν â àïðîêñèìàöèÿòà (3.4.28) çà âîäåùèòå äèàãîíàëíè áëîêîâå âïðåäëîæåíèÿ AMLI ïðåîáóñëîâèòåë å ïîñòîÿíåí, êàòî ïî òîçè íà÷èí ñå îñèãó-ðÿâà ëèíåéíîñòòà íà ïðîöåñà è îðòîãîíàëíîñòòà íà íàïðàâëåíèÿòà íà òúðñåíåâ Àëãîðèòúì 1.2.2 ñå çàïàçâà. Ïðàâèì ñúùî òàêà ñðàâíåíèå ñ ìíîãîíèâîâ ïðå-îáóñëîâèòåë, ïðè êîéòî âìåñòî ïîëèíîìèàëíàòà àïðîêñèìàöèÿ çà íàìèðàíå íàïðèáëèæåíî ðåøåíèå íà ñèñòåìèòå ñ âîäåùèòå äèàãîíàëíè áëîêîâå, èçïîëçâàìåíÿêîëêî âúòðåøíè èòåðàöèè ñ ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò. Ïîäîáíè åêñïå-ðèìåíòè èìàò íÿêîëêî ñïåöè�è÷íè îñîáåíîñòè. Ìåòîäúò íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäè-åíò ñå àäàïòèðà àâòîìàòè÷íî, çà äà íàìåðè íàé-äîáðîòî ïðèáëèæåíî ðåøåíèåçà äàäåíà äÿñíà ÷àñò, íî òîâà îçíà÷àâà, ÷å äåéñòâèåòî íà ìàòðè÷íèÿ ïîëèíîì,êîéòî ñúîòâåòñòâà íà îïðåäåëåí áðîé âúòðåøíè èòåðàöèè, ñå ïðîìåíÿ íà âñÿêàâúíøíà èòåðàöèÿ íà ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå. Ïî òîçèíà÷èí ëèíåéíîñòòà íà AMLI ìåòîäà ñå ðàçâàëÿ. Â òàêúâ ñëó÷àé âìåñòî ìåòîäíà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå ñå íàëàãà äà ñå èçïîëçâà îáîáùåí ìå-òîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå. Êàêòî âå÷å áåøå îòáåëÿçàíî, âæ.Çàáåëåæêà 1.2.1, äîïúëíèòåëíî íàëîæåíàòà îðòîãîíàëíîñò ñå ïîñòèãà íà öåíàòàíà ïîâå÷å èçïîëçâàíè êîìïþòúðíè ðåñóðñè. Ïðè åêñïåðèìåíòèòå, îáîáùåíè âÒàáëèöà 3.6, ïðåäïîëàãàìå, ÷å çà ñëó÷àÿ íà ν íà áðîé âúòðåøíè èòåðàöèè çàâîäåùèòå äèàãîíàëíè áëîêîâå ìîæåì äà èçïîëçâàìå ñúùàòà îöåíêà çà ξ, êîÿòîñìå íàìåðèëè çà ñëó÷àÿ íà ïîëèíîìèàëíà àïðîêñèìàöèÿ îò ñòåïåí ν. Â òàá-ëèöèòå èçïîëçâàìå ñèìâîëà ∗ çà äà îòáåëåæèì ñëó÷àèòå, â êîèòî ìåòîäúò íàñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå íå ñå ñõîæäà â ðàìêèòå íà 300 èòåðàöèè.Êàêòî ñå âèæäà îò Òàáëèöà 3.6, ïðåîáóñëîâèòåëè ñ îïèñàíàòà ïî-ãîðå êîíñò-ðóêöèÿ ñ âúòðåøíè èòåðàöèè ÷ðåç ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò íå âîäÿò äîäîáðè ðåçóëòàòè, íå ñå íàáëþäàâà ñòàáèëèçàöèÿ, à â íÿêîè ñëó÷àè ïðîöåñúò íåñå ñõîæäà.Åêñïåðèìåíòèòå, ïðåäñòàâåíè â Òàáëèöè 3.7 è 3.8 ñà ìîòèâèðàíè îò íàïðàâå-íè â ìíîæåñòâî ðàçëè÷íè ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè íàáëþäåíèÿ, âæ. îùå [47, 60℄.Îêàçâà ñå, ÷å èçïîëçâàíåòî íà ξ = 0 ïðè ïðåñìÿòàíå íà êîå�èöèåíòèòå (1.3.80)çà ïðåäëîæåíèÿ AMLI ìåòîä íe âëîøàâà ñõîäèìîñòòà, à íàïðîòèâ, â òîçè ñëó-



104 Ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà ãðà�-ëàïëàñèàíèÁðîé èòåðàöèè
ν ξ ǫ ℓ = 1 ℓ = 2 ℓ = 3 ℓ = 4 ℓ = 5

3 1.303

10−3 6 9 10 10 10
10−6 14 ∗ ∗ ∗ 29
10−9 23 ∗ ∗ 48 ∗

4 0.467

10−3 5 6 7 7 7
10−6 10 21 25 25 15
10−9 16 44 ∗ 45 24Òàáëèöà 3.6: W-öèêúë, (Ã

(k)
11 )−1 ñå ïðèáëèæàâà ÷ðåç ïðèëàãàíå íà ν íà áðîéâúòðåøíè èòåðàöèè ñ ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíòÁðîé èòåðàöèè

ν ǫ ℓ = 1 ℓ = 2 ℓ = 3 ℓ = 4 ℓ = 5

2

10−3 8 8 8 8 8
10−6 14 15 15 15 15
10−9 21 22 22 22 22

3

10−3 5 5 5 6 6
10−6 10 10 11 11 11
10−9 15 16 16 16 16

4

10−3 4 5 5 5 5
10−6 8 9 9 9 9
10−9 12 13 13 13 13Òàáëèöà 3.7: W-öèêúë, ïðè ïðåñìÿòàíå íà (1.3.80) å èçïîëçâàíî ξ = 0, Ã(k)

11 ñåàïðîêñèìèðà ñ ïîëèíîì îò ñòåïåí ν÷àé ñòàáèëèçàöèÿ ñå äîñòèãà ïî-áúðçî, êîãàòî çà âîäåùèòå äèàãîíàëíè áëîêîâåïðèëàãàìå ïîëèíîìèàëíà àïðîêñèìàöèÿ. �åçóëòàòèòå â Òàáëèöà 3.8 ïîêàçâàòïî-äîáðî ïîâåäåíèå íà ïðåîáóñëîâèòåëÿ îò òåçè â Òàáëèöà 3.6. Âúïðåêè òîâàïîëèíîìèàëíàòà àïðîêñèìàöèÿ íà Ã(k)
11 âîäè äî ìíîãî ïî-äîáúð (ïî-ñòàáèëåí)



Ï. Áîÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè 105Áðîé èòåðàöèè
ν ǫ ℓ = 1 ℓ = 2 ℓ = 3 ℓ = 4 ℓ = 5

3

10−3 6 6 11 8 ∗
10−6 14 34 36 22 19
10−9 23 71 79 78 36

4

10−3 5 6 6 6 7
10−6 10 18 12 12 10
10−9 16 31 32 19 18Òàáëèöà 3.8: W-öèêúë, ïðè ïðåñìÿòàíå íà (1.3.80) å èçïîëçâàíî ξ = 0, (Ã

(k)
11 )−1ñå ïðèáëèæàâà ÷ðåç ïðèëàãàíå íà ν íà áðîé âúòðåøíè èòåðàöèè ñ ìåòîä íàñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíòàëãîðèòúì.



106 Ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà ãðà�-ëàïëàñèàíè



�ëàâà 4Ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çàóðàâíåíèÿòà íà Íàâèå-ÑòîêñÒàçè ãëàâà å ïîñâåòåíà íà êîíñòðóèðàíå íà å�åêòèâíè àëãîðèòìè çà íàìèðàíåíà ÷èñëåíî ðåøåíèå íà íåñòàöèîíàðíàòà ñèñòåìà îò óðàâíåíèÿ íà Íàâèå-Ñòîêñ,îïèñâàùè òå÷åíèå íà íåñâèâàåì �ëóèä. �åçóëòàòèòå, ïðåäñòàâåíè òóê, äåìîíñ-òðèðàò ïðèëîæåíèå íà ïðåäëîæåíèòå â �ëàâà 2 è �ëàâà 3 ìíîãîíèâîâè ìåòîäè âåäíà îò âàæíèòå ïðèëîæíè îáëàñòè íà èç÷èñëèòåëíàòà ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà,à èìåííî, ÷èñëåíîòî èçñëåäâàíå íà äèíàìèêà íà �ëóèäèòå.Â ðàáîòàòà ïî äèñåðòàöèÿòà çà ïúðâè ïúò å ïðåäëîæåí óñòîé÷èâ ñúñòàâåíàëãîðèòúì, îñíîâàí íà ìíîãîíèâîâè òåõíèêè çà ïðåîáóñëàâÿíå, êîéòî îñèãóðÿâàîïòèìàëíà ñëîæíîñò íà ÷èñëåíèÿ ìåòîä. Èçïîëçâàìå óñòîé÷èâà ëîêàëíî êîí-ñåðâàòèâíà êðàéíî-åëåìåíòíà äèñêðåòèçàöèÿ, êàòî ðåàëèçàöèÿòà íà àëãîðèòú-ìà ãàðàíòèðà çàïàçâàíåòî íà ëîêàëíàòà êîíñåðâàòèâíîñò. Ìåòîäúò, ïðåäëîæåíâ ñëåäâàùèòå ðàçäåëè, ñå îñíîâàâà íà ìíîãîíèâîâî ïðåîáóñëàâÿíå íà ñèñòåìèòå,âúçíèêâàùè íà êîíâåêòèâíî-äè�óçèîííàòà è ïðîåêöèîííàòà ñòúïêè â ïðîåêöè-îíåí àëãîðèòúì çà íåñòàöèîíàðíèòå óðàâíåíèÿ íà Íàâèå-Ñòîêñ.Ïðåäñòàâåíèòå ðåçóëòàòè ñà ïóáëèêóâàíè â:
• P. Boyanova, S. Margenov, On Multilevel Iterative Methods for Navier-StokesProblems, Journal Of Theoreti
al And Applied Me
hani
s, Vol. 40, Number 1,107



108 Ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà óðàâíåíèÿòà íà Íàâèå-Ñòîêñ2010, 51�60.
• P. Boyanova, S. Margenov, On Optimal AMLI Solvers for In
ompressibleNavier-Stokes Problems, AIP Conferen
e Pro
eedings vol. 1301, 457-467.4.1 Óðàâíåíèÿ íà Íàâèå-Ñòîêñ: ïîñòàíîâêà íà çà-äà÷àòà è ïðîåêöèîíåí ìåòîä�àçãëåæäàìå íåñòàöèîíàðíàòà ñèñòåìà îò óðàâíåíèÿ íà Íàâèå-Ñòîêñ ñ ãðàíè÷-íè óñëîâèÿ íà Äèðèõëå

(4.1.1) ∂u

∂t
+ (u · ∇)u = −∇p+

1

Re
∇2u (x, t) ∈ Ω × (0, T ),

∇ · u = 0 (x, t) ∈ Ω × (0, T ),

u = uD (x, t) ∈ Γ × (0, T ),

u = u0 (x, t) ∈ Ω × {0},êúäåòî u è p ñà íåèçâåñòíèòå �óíêöèè íà ñêîðîñòòà è íàëÿãàíåòî, Re å ÷èñëîòîíà �åéíîëäñ, à Ω å îãðàíè÷åíà è ñâúðçàíà îáëàñò â R
2, Γ = ∂Ω.Åäèí ïîäõîä çà íàìèðàíå íà ïðèáëèæåíî ðåøåíèå íà (4.1.1), å äà ñå èçïîë-çâàò ìåòîäè, ïðè êîèòî ñå ðåøàâà ñâúðçàíàòà äèñêðåòíà ñèñòåìà çà ñêîðîñòèòåè íàëÿãàíåòî, ïîëó÷åíà ñëåä àïðîêñèìàöèÿ ïî âðåìåòî è ïðîñòðàíñòâîòî íàóðàâíåíèÿòà íà Íàâèå-Ñòîêñ. Óñòîé÷èâèòå äèñêðåòèçàöèè íà çàäà÷àòà â òàçèïîñòàíîâêà èçèñêâàò êðàéíè åëåìåíòè îò ïî-âèñîê ðåä. Ìàòðèöàòà íà ñâúðçà-íàòà ñèñòåìà å íåñèìåòðè÷íà è îò òèï ñåäëîâà òî÷êà, êàòî òàçè òðóäíîñò ìîæåäà áúäå ïðåîäîëÿíà ÷ðåç ìåòîäè, èçñëåäâàíè íàïð. â [54℄.Â äèñåðòàöèÿòà ðàçãëåæäàìå ðàçëè÷íà òåõíèêà çà ÷èñëåíî ðåøàâàíå íà(4.1.1), êîÿòî èçïîëçâà òàêà íàðå÷åíèÿ ïðîåêöèîíåí ïîäõîä, ïðè êîéòî âìåñ-òî ñâúðçàíà ñèñòåìà, íà âñÿêà ñòúïêà ïî âðåìåòî ñå ðàçãëåæäàò îòäåëíè çàäà÷èçà ñêîðîñòèòå è íàëÿãàíåòî. Ïðîåêöèîííèòå ìåòîäè çà ïúðâè ïúò ñà ïðåäëîæå-íè îò Temam è Chorin, âæ [75℄ è [42℄. Ïîäõîäúò ñå îñíîâàâà íà ïðåäñòàâÿíåòî



Ï. Áîÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè 109íà L2 - âåêòîðíè ïîëåòà êàòî äèðåêòíà ñóìà íà áåçäèâåðãåíòíè ïîëåòà è ïîëåòàñ íóëåâà ðîòàöèÿ (âæ. íàïð. [48℄).Ìíîãî îò ñúùåñòâóâàùèòå ïðîåêöèîííè ìåòîäè èçïîëçâàò íåïðåêúñíàòî ïðèá-ëèæåíèå çà íàëÿãàíåòî, êàòî â òîçè ñëó÷àé íà ïðîåêöèîííàòà ñòúïêà òðÿáâà äàñå ðåøè óðàâíåíèå íà Ïîàñîí, âæ. íàïð. [51, 52℄. Âúïðåêè, ÷å íÿìà èçèñêâà-íå çà íåïðåêúñíàòîñò íà ïðèáëèæåíèåòî, íå ñà ìíîãî èçñëåäâàíèÿòà, â êîèòîíàëÿãàíåòî ñå àïðîêñèìèðà ÷ðåç íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè, à óðàâíåíè-åòî çà íàëÿãàíåòî ñå ðàçãëåæäà â ñìåñåíà �îðìà. Îñíîâíîòî ïðåäèìñòâî íàíåêîí�îðìíèòå åëåìåíòè å, ÷å òå ñà ëîêàëíî êîíñåðâàòèâíè. Â äèñåðòàöèÿòà çààïðîêñèìàöèÿ íà íåèçâåñòíèòå íà ñêîðîñòèòå u èçïîëçâàìå íåêîí�îðìíè ëè-íåéíè êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð. Åäíî âàæíî ïðåäèìñòâîòî íà òåçèåëåìåíòè å, ÷å äèâåðãåíöèÿòà íà ïîëåòî íà ñêîðîñòèòå å íóëà âúâ âúòðåøíîñòòàíà âñåêè åëåìåíò. Íåèçâåñòíîòî íàëÿãàíå p òúðñèì â ïðîñòðàíñòâîòî îò íà ÷àñ-òè êîíñòàíòíè �óíêöèè. Òîçè èçáîð âîäè äî óñòîé÷èâà, ëîêàëíî êîíñåðâàòèâíàäèñêðåòèçàöèÿ, âæ. íàïð. [43℄ è [25℄.Íåêà Th å ðàâíîìåðíî ðàçäåëÿíå íà îáëàñòòà Ω ñ à�èííè òðèúãúëíèöè èõàðàêòåðåí ðàçìåð h. �àçãëåæäàìå ïðîñòðàíñòâîòî íà Êðîçå-�àâèàð îò íà ÷àñòèëèíåéíè �óíêöèè Vh è ïðîñòðàíñòâîòî îò íà ÷àñòè êîíñòàíòè Qh, äå�èíèðàíèêàòî
Vh = { vh ∈ (L2(Ω))

2
,vh|e ∈ (P1(e))

2 ∀e ∈ Th,

vh å íåïðåêúñíàòà â ñðåäèòå íà ñòðàíèòå íà ∀e ∈ Th}(4.1.2) Qh = {qh ∈ L2(Ω) : qh|e ∈ P0(e) ∀e ∈ Th,

∫

Ω

qh = 0}Çà äèñêðåòèçàöèÿ ïî âðåìåòî èçïîëçâàìå íåÿâåí ìåòîä íà Îéëåð ñúñ ñòúïêà
∆t.�àçãëåæäàíèÿò â äèñåðòàöèÿòà ïðîåêöèîíåí àëãîðèòúì ñå äå�èíèðà ïî ñëåä-íèÿ íà÷èí:Ïðè ïðåäïîëîæåíèå, ÷å u0

h ∈ Vh è p0
h ∈ Qh ñà äàäåíè ïîäõîäÿùè ïðèáëè-æåíèÿ (èíòåðïîëàíòè) íà íà÷àëíàòà ñêîðîñò è íàëÿãàíå, çà âñÿêà ñòúïêà ïîâðåìåòî 0 ≤ m ≤ T/∆t ñå ðåøàâàò çàäà÷èòå:
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• Êîíâåêòèâíî-äè�óçèîííà ñòúïêà:Äà ñå íàìåðè ûm+1

h ∈ (Vh)
2 òàêà ÷å çà âñÿêî vh ∈ (Vh)

2(4.1.3) ( ûm+1
h −um

h

∆t
,vh

)
+((um

h ·∇)um
h ,vh)+

1

Re
(∇ûm+1

h ,∇vh)−(pm
h ,∇·vh)=0�ðàíè÷íèòå óñëîâèÿ, êîèòî òðÿáâà äà ñå íàëîæàò íà òàçè ñòúïêà, ñà äå-�èíèðàíèòå çà çàäà÷àòà (4.1.1).

• Ïðîåêöèîííà ñòúïêà:Äà ñå íàìåðÿò um+1
h ∈ (Vh)

2 è pm+1
h ∈ Qh òàêà ÷å(4.1.4) (

um+1
h − ûm+1

h ,vh

)
= (pm+1

h − pm
h ,∇ · vh), ∀vh ∈ (Vh)

2

(∇ · um+1
h , qh) = 0, ∀qh ∈ QhÇà äà ñå îñèãóðè ïðîåêöèÿ âúðõó áåçäèâåðãåíòíîòî ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòàçè ñòúïêà íàëàãàìå ãðàíè÷íî óñëîâèå u · n = 0, êúäåòî n å íîðìàëíèÿâåêòîð êúì ãðàíèöàòà.4.2 Ñúñòàâåí ìíîãîíèâîâ ìåòîäÏðîåêöèîííàòà ñõåìà, ïðåäñòàâåíà â �àçäåë 4.1, ðàçäåëÿ íåëèíåéíàòà ñèñòåìàíà Íàâèå-Ñòîêñ íà äâå ëèíåéíè ïîäçàäà÷è. Â äèñåðòàöèÿòà ïðåäëàãàìå ñúñòà-âåí àëãîðèòúì, ïðè êîéòî çà âñÿêà îò òÿõ ñå ïðèëàãà îïòèìàëíî ìíîãîíèâîâîïðåîáóñëàâÿíå, êîåòî âîäè äî îáùà îïòèìàëíà å�åêòèâíîñò íà ìåòîäà.Äà ðàçãëåäàìå äèñêðåòèçàöèÿòà íà çàäà÷èòå (4.1.3) è (4.1.4) â ñëàáà �îð-ìà. Îçíà÷àâàìå ñ {xi}N

i=1 ñðåäèòå íà ñòðàíèòå íà òðèúãúëíèòå êðàéíè åëåìåíòè
{ek}n

k=1 îò òðèàíãóëàöèÿòà Th. Íåêà {φi}N
i=1 ñà âúçëîâèòå áàçèñíè �óíêöèè íàÊðîçå-�àâèàð, φi(xj) = δij , à {qk}n

k=1 ñà áàçèñíèòå �óíêöèè íà ïðîñòðàíñòâîòîíà íà ÷àñòè êîíñòàíòè âúðõó Th, qk(y) = δkl,y ∈ el. Ïðèáëèæåíèÿ çà íåèçâåñò-
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(4.2.5) ûm+1

h =
(
ûm+1

1,h , ûm+1
2,h

)
=

(
N∑

j=1

ûm+1
1,h,jφj,

N∑

j=1

ûm+1
2,h,jφj

)
,

um+1
h =

(
um+1

1,h , um+1
2,h

)
=

(
N∑

j=1

um+1
1,h,jφj,

N∑

j=1

um+1
2,h,jφj

)
,

pm+1
h =

n∑

k=1

pm+1
h,k qk.Êàêòî âå÷å áåøå îòáåëÿçàíî â �ëàâà 3, çà äà ñà â ñèëà âåêòîðíè ðàâåíñ-òâà êàòî (4.1.3) è (4.1.4) çà âñåêè âåêòîð vh ∈ Vh, äîñòàòú÷íî å äà îñèãóðèìèçïúëíåíèåòî èì çà ∀vh = (φi, 0) è ∀vh = (0, φi), i = 1, . . . N .Çàìåñòâàìå (4.2.5) â (4.1.3), ïðåõâúðëÿìå èçâåñòíèòå ÷ëåíîâå â äÿñíàòà ÷àñò,è çà vh = (φi, 0), i = 1, . . .N ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå óðàâíåíèÿ íà êîíâåêòèâíî-äè�óçèîííàòà ñòúïêà

(4.2.6) 1

∆t

N∑

j=1

∫

Ω

ûm+1
1,h,jφjφi +

1

Re

N∑

j=1

∫

Ω

ûm+1
1,h,j∇φj∇φi

=
1

∆t

N∑

j=1

∫

Ω

um
1,h,jφjφi +

n∑

k=1

∫

Ω

pm
k qk

∂φi

∂x

−
N∑

j=1

∫

Ω

(
N∑

s=1

um
1,h,sφs

)
um

1,h,j

∂φj

∂x
φi −

N∑

j=1

∫

Ω

(
N∑

s=1

um
2,h,sφs

)
um

1,h,j

∂φj

∂y
φiÀíàëîãè÷íî çà vh = (0, φi), i = 1, . . .N ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèÿòà

(4.2.7) 1

∆t

N∑

j=1

∫

Ω

ûm+1
2,h,jφjφi +

1

Re

N∑

j=1

∫

Ω

ûm+1
2,h,j∇φj∇φi

=
1

∆t

N∑

j=1

∫

Ω

um
2,h,jφjφi +

n∑

k=1

∫

Ω

pm
k qk

∂φi

∂y

−
N∑

j=1

∫

Ω

(
N∑

s=1

un
1,h,sφs

)
un

2,h,j

∂φj

∂x
φi −

N∑

j=1

∫

Ω

(
N∑

s=1

un
2,h,sφs

)
un

2,h,j

∂φj

∂y
φi



112 Ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà óðàâíåíèÿòà íà Íàâèå-ÑòîêñÑëåäîâàòåëíî íà êîíâåêòèâíî-äè�óçèîííàòà ñòúïêà (4.1.3) â ïðîåêöèîííèÿàëãîðèòúì òðÿáâà äà ñå ðåøàò äâå íåçàâèñèìè çàäà÷è,(4.2.8) Auû
m+1
1,h = bm+1

1 , Auû
m+1
2,h = bm+1

2 ,çà âåêòîðèòå íà äâåòå êîìïîíåíòè íà ñêîðîñòòà, ûm+1
1,h = {ûm+1

1,h,i }N
i=1 è ûm+1

2,h =

{ûm+1
2,h,i }N

i=1. Ñòðóêòóðàòà íà ìàòðèöèòå íà ñèñòåìèòå íà äâåòå çàäà÷è å åäíà èñúùà (ñ òî÷íîñò äî äîïúëíèòåëíî íàëîæåíè ãðàíè÷íè óñëîâèÿ) è èìà ñëåäíèÿâèä(4.2.9) Au =
1

∆t
M +

1

Re
K,êúäåòî ñ M è K ñà îçíà÷åíè ñúîòâåòíî ìàòðèöàòà íà ìàñà è ìàòðèöàòà íà êî-ðàâèíà çà íåêîí�îðìíèòå êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð. Äåñíèòå ÷àñòè

bm+1
1 è bm+1

2 çàâèñÿò îò íàìåðåíèòå íà ïðåäõîäíà ñòúïêà ïî âðåìåòî ïðèáëèæå-íè ðåøåíèÿ çà ñêîðîñòèòå uh è íàëÿãàíåòî ph, êàòî âèäúò èì ñëåäâà îò (4.2.6)è (4.2.7).Êàòî èçïîëçâàìå ïðåäñòàâÿíåòî (4.2.5), íà ïðîåêöèîííàòà ñòúïêà (4.1.4) çà
vh = (φi, 0), i = 1, . . .N ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèÿòà(4.2.10) N∑

j=1

∫

Ω

um+1
1,h,jφjφi −

n∑

k=1

∫

Ω

pm+1
k qk

∂φi

∂x

=
N∑

j=1

∫

Ω

ûm+1
1,h,jφjφi −

n∑

k=1

∫

Ω

pm
k qk

∂φi

∂x
,à çà vh = (0, φi), i = 1, . . .N , ñúîòâåòíî(4.2.11) N∑

j=1

∫

Ω

um+1
2,h,jφjφi −

n∑

k=1

∫

Ω

pm+1
k qk

∂φi

∂y

=
N∑

j=1

∫

Ω

ûm+1
2,h,jφjφi −

n∑

k=1

∫

Ω

pm
k qk

∂φi

∂y
.Äîïúëíèòåëíî çà âñÿêî qk, k = 1, . . . n òðÿáâà äà ñà èçïúëíåíè ðàâåíñòâàòà

−
N∑

j=1

∫

Ω

um+1
1,h,j

∂φj

∂x
qk −

N∑

j=1

∫

Ω

um+1
2,h,j

∂φj

∂y
qk = 0.



Ï. Áîÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè 113Ñëåäîâàòåëíî, íà ïðîåêöèîííàòà ñòúïêà (4.1.4) òðÿáâà äà ñå ðåøè äèñêðåòíàòàçàäà÷à(4.2.12) Pwm+1
h = bm+1

p ,êúäåòî (wm+1
h )T = {(um+1

1,h )T , (um+1
2,h )T , (pm+1

h )T},pm+1
h = {pm+1

h,k }n
k=1, à ìàòðèöàòàíà ñèñòåìàòà å âúâ âèäà (3.1.6), à èìåííî

P =




M B1

M B2

BT
1 BT

2


 .Äÿñíàòà ÷àñò bm+1

p çàâèñè îò íàìåðåíèòå íà êîíâåêòèâíî-äè�óçèîííàòà ñòúïêàñòîéíîñòè íà ûm+1
h è íàëÿãàíåòî îò ïðåäõîäíà ñòúïêà ïî âðåìåòî pm

h .Çà ðåøàâàíå íà äèñêðåòíèòå ñèñòåìè (4.2.8) è (4.2.12) ïðèëàãàìå ìíîãîíè-âîâèòå ïðåîáóñëîâèòåëè, ïðåäñòàâåíè ñúîòâåòíî â �ëàâà 2 è �ëàâà 3, êàòî âðåçóëòàò ïîëó÷àâàìå ñúñòàâåí ìíîãîíèâîâ ìåòîä çà íåñòàöèîíàðíèòå óðàâíå-íèÿ íà Íàâèå-Ñòîêñ. Íåêà T0 ⊂ T1 ⊂ ... ⊂ Tℓ å ïîñëåäîâàòåëíîñò îò âëîæåíèòðèàíãóëàöèè, ïîëó÷åíè ÷ðåç ðàâíîìåðíî ñãúñòÿâàíå íà ïúðâîíà÷àëíàòà ìðå-æà T0. Íà âñÿêà ñòúïêà ïî âðåìåòî 0 ≤ m ≤ T/∆t ðàçãëåæäàìå äèñêðåòíèòåñèñòåìè, ñúîòâåòñòâàùè íà íàé-�èíàòà ìðåæà Tℓ.
• Êîíâåêòèâíî-äè�óçèîííà ñòúïêà:Çà äâåòå íåçàâèñèìè çàäà÷è (4.2.8) îò ïàðàáîëè÷åí òèï çà êîìïîíåíòèòåíà ñêîðîñòòà èçïîëçâàìå ïðåäëîæåíèòå â �ëàâà 2 ðîáàñòíè AMLI ïðåî-áóñëîâèòåëè çà ïàðàáîëè÷íè çàäà÷è, äèñêðåòèçèðàíè ñ êðàéíè åëåìåíòèíà Êðîçå-�àâèàð. Íàïîìíÿìå, ÷å â òîçè ñëó÷àé îöåíêàòà çà êîíñòàíòàòàâ óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ çà DA ðàçäåëÿíå å ðàâíîìåðíî îãðàíè-÷åíà è íå çàâèñè îò íèâîòî íà ñãúñòÿâàíå íà ìðåæàòà, ò.å. íå çàâèñè îòìðåæîâèÿ ïàðàìåòúð hℓ, èëè ìðåæîâàòà àíèçîòðîïèÿ íà ïúðâîíà÷àëíàòàìðåæà T0.Åêñïåðèìåíòèòå â �àçäåë 2.6 (âæ. îùå [32℄) ïîêàçâàò, ÷å FR ìåòîäúò çàïàðàáîëè÷íè çàäà÷è èìà ïî-äîáðà ñõîäèìîñò îò òàçè ïðè èçïîëçâàíå íà



114 Ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà óðàâíåíèÿòà íà Íàâèå-ÑòîêñDA ïðåîáóñëîâèòåë. Îïòèìàëíîñò íà AMLI ìåòîäà çà DA ïðåîáóñëàâÿíåñå ãàðàíòèðà òåîðåòè÷íî ïðè ñòàáèëèçàöèÿ ñ ïîëèíîì îò ñòåïåí β = 3, íîâ äèñåðòàöèÿòà ïîêàçâàìå, ÷å íà ïðàêòèêà îïòèìàëåí (èëè ïî÷òè îïòèìà-ëåí) ðåä íà ñõîäèìîñò ñå íàáëþäàâàò è çà NLAMLI ìåòîä ñ β = 2, êàêòîçà DA, òàêà è çà FR ïðåîáóñëàâÿíå.
• Ïðîåêöèîííà ñòúïêà:Íà ïðîåêöèîííàòà ñòúïêà òðÿáâà äà ñå ðåøè ñèñòåìà ñúñ ñåäëîâà òî÷êà,ïîëó÷åíà ÷ðåç äèñêðåòèçàöèÿ íà ñìåñåíà çàäà÷à êàòî òàçè, ðàçãëåäàíà â�ëàâà 3. Ìàòðèöàòà íà ìàñàòà çà êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð å äèà-ãîíàëíà è èçêëþ÷âàíåòî íà íåèçâåñòíèòå íà ñêîðîñòèòå ìîæå äà ñå èçâúð-øè òî÷íî, êàòî ïî òîçè íà÷èí ëîêàëíàòà êîíñåðâàòèâíîñò íà äèñêðåòèçà-öèÿòà ñå çàïàçâà. �åäóöèðàíàòà çàäà÷à çà íåèçâåñòíèòå íà íàëÿãàíåòî èìàñèìåòðè÷íà è ïîëîæèòåëíî ïîëóîïðåäåëåíà ìàòðèöà Ap ñúñ ñòðóêòóðà íàãðà�-ëàïëàñèàí ñ òåãëà â ñëåäíèÿ âèä(4.2.13) Ap = BT

1 M
−1B1 +BT

2 M
−1B2.Â ñúñòàâíèÿ àëãîðèòúì çà óðàâíåíèÿòà íà Íàâèå-Ñòîêñ èçïîëçâàìå ïðå-îáóñëîâèòåëÿ çà ñèñòåìè îò òîçè âèä, îïèñàí â �ëàâà 3. Èçâåäåíàòà òàìîöåíêà çà êîíñòàíòàòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ çà ïðåäëîæåíîòîéåðàðõè÷íî ðàçäåëÿíå íà ãðà�-ëàïëàñèàí ñ òåãëà å â ñèëà çà ðàâíîìåðíàìðåæà îò ïðàâîúãúëíè òðèúãúëíèöè.Ïðèáëèæåíî ðåøåíèå íà �óíêöèÿòà íà íàëÿãàíåòî íà ïðîåêöèîííàòà ñòúï-êà òúðñèì â Qh, âæ. (4.1.2). Íàëàãàíåòî íà óñëîâèåòî(4.2.14) ∫

Ω

qh = 0çà ïðîñòðàíñòâîòî Qh íå å òðèâèàëíî. Âìåñòî òîâà, â ïðåäëîæåíèÿ àëãî-ðèòúì óñëîâèåòî ñå íàëàãà äèðåêòíî âúðõó ðåøåíèåòî ph, âæ. íàïð. [68℄.Çà öåëòà êàòî ïúðâà ñòúïêà â Ap íàëàãàìå õîìîãåííî óñëîâèå íà Äèðèõëåçà íÿêîÿ îò êîìïîíåíòèòå íà âåêòîðà íà íàëÿãàíåòî. Â ðåçóëòàò ïîëó÷à-âàìå ñèìåòðè÷íà ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà ìàòðèöà Ãp, êîÿòî èçïîëçâàìå,



Ï. Áîÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè 115çà äà ïðåñìåòíåì âåêòîð p̃h, êîéòî ñúâïàäà ñ ph ñ òî÷íîñò äî êîíñòàíòà.Êàòî âòîðà ñòúïêà íàëàãàìå èíòåãðàëíîòî óñëîâèå (4.2.14), çà äà íàìåðèì
ph. Èçïîëçâàìå ñëåäíîòî ñâîéñòâî

0 =

∫

Ω

ph =

∫

Ω

(p̃h + cp) =

∫

Ω

p̃h +

∫

Ω

cp.Êîíñòàíòàòà cp ñå íàìèðà ïî �îðìóëàòà(4.2.15) cp = −
∫
Ω
p̃h∫

Ω
1
.Íåêà òðèàíãóëàöèÿòà Tℓ å ïîëó÷åíà ÷ðåç ïîñëåäîâàòåëíîñò îò ðàâíîìåðíèñãúñòÿâàíèÿ íà ìðåæà îò ïðàâîúãúëíè òðèúãúëíèöè T0, à Au,M,B1, B2, Ap, Cu,

Cp ñà ìàòðèöèòå è ñúîòâåòíèòå ìíîãîíèâîâè ïðåîáóñëîâèòåëè çà òðèàíãóëàöè-ÿòà Tℓ. Ñúñòàâíèÿò ìåòîä çà íåñòàöèîíàðíèòå óðàâíåíèÿ íà Íàâèå-Ñòîêñ âîäèäî ñëåäíèÿ àëãîðèòúì.Àëãîðèòúì 4.2.1 [Ñúñòàâåí ìíîãîíèâîâ àëãîðèòúì çà íåñòàöèîíàðíèòå óðàâ-íåíèÿ íà Íàâèå-Ñòîêñ℄
m = 0; Èíèöèàëèçèðàò ñå um

h è pm
h ;while (m ≤ T/∆t) doÏðåñìÿòàò ñå bm+1

1 è bm+1
2 ñïîðåä (4.2.6) è (4.2.7);Ïðèëàãà ñå îáîáùåí ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëîâèòåë

Cu çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìèòå:
Auû

m+1
1,h = bm+1

1 ,(4.2.16)
Auû

m+1
2,h = bm+1

2 ;(4.2.17)Ïðåñìÿòàò ñå bm+1
p,1 è bm+1

p,2 ñïîðåä (4.2.10) è (4.2.11);Ïðåñìÿòà ñå b̃m+1
p = BT

1 M
−1bm+1

p,1 +BT
2 M

−1bm+1
p,2 ;
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Cp çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìàòà:
Ãpp̃

m+1
h = b̃m+1

p ;(4.2.18) Ïðåñìÿòà ñå pm+1
h = p̃m+1

h − cp, êúäåòî cp èìà âèäà (4.2.15);
um+1

1,h = M−1bm+1
p,1 −M−1B1p

m+1
h ;

um+1
2,h = M−1bm+1

p,2 −M−1B2p
m+1
h ;

m = m+ 1;endÍà âñÿêà ñòúïêà â Àëãîðèòúì 4.2.1 ñå èçïúëíÿâàò O(N) îïåðàöèè, êàòî ïîòîçè íà÷èí îáùàòà èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò íà ñúñòàâíèÿ ìåòîä çà íåñòàöèîíàð-íèòå óðàâíåíèÿ íà Íàâèå-Ñòîêñ å îò îïòèìàëåí ïîðÿäúê.4.3 ×èñëåíè åêñïåðèìåíòèÈëþñòðèðàìå ïîâåäåíèåòî íà Àëãîðèòúì 4.2.1 âúðõó çàäà÷àòà çà òå÷åíèå, ïî-ðîäåíî îò äâèæåíèå íà áåçêðàåí êàïàê ïî ïîâúðõíîñòòà íà êîíòåéíåð ïúëåí ñ�ëóèä. Â ëèòåðàòóðà íà àíãëèéñêè åçèê â îáëàñòòà íà äèíàìèêà íà �ëóèäè-òå, òàçè çàäà÷à å èçâåñòíà êàòî lid-driven 
avity �ow. �àçãëåæäàìå òå÷åíèåòî âäâóìåðíî ñå÷åíèå íà êîíòåéíåðà, à çàäà÷àòà ñå äå�èíèðà êàêòî ñëåäâà:Äà ñå ðåøàò óðàâíåíèÿòà (4.1.1) â îáëàñòòà Ω = [0, 1]2, ñúñ ñëåäíèòå ãðàíè÷-íèòå óñëîâèÿ:(4.3.19) u1 = 0, u2 = 0, (x, t) ∈ Γ1 × (0, T ),

u1 = 1, u2 = 0, (x, t) ∈ Γ2 × (0, T ),êúäåòî Γ1 = {{(0, y), y ∈ (0, 1)} ∪ {(1, y), y ∈ (0, 1)} ∪ {(x, 0), x ∈ (0, 1)}}, Γ2 =

{(x, 1), x ∈ (0, 1)}. �àâåíñòâàòà (4.3.19), âæ. Ôèãóðà 4.1, îçíà÷àâàò, ÷å ïî ñòåíèòåíà êîíòåéíåðà îò Γ1 èìà óñëîâèå çà íåïðîòè÷àíå è ïðèëåïâàíå, à ñêîðîñòòà íàêàïàêà å êîíñòàíòíà. Íà÷àëíîòî óñëîâèå çà ïîëåòî íà ñêîðîñòèòå å
u0 = 0.
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�àçãëåæäàìå òðè ñëó÷àÿ íà ÷èñëî íà �åéíîëäñ, Re = 100, Re = 400 è Re = 1000.Öåëòà íà ïðîâåäåíèòå åêñïåðèìåíòè å äà ñå àíàëèçèðà ñõîäèìîñòòà íà ìíî-ãîíèâîâèòå ìåòîäè, ïðèëîæåíè íà ñòúïêè (4.2.16), (4.2.17) è (4.2.18) â ðàìêè-òå íà ñúñòàâíèÿ Àëãîðèòúì 4.2.1. Ïðè ðåøàâàíåòî íà ïàðàáîëè÷íèòå çàäà÷è(4.2.16) è (4.2.17), èçïîëçâàìå NLAMLI àëãîðèòúì ñúñ ñòàáèëèçàöèÿ ñ β = 2Áð. ðà�èíèðàíèÿ ℓ IT (û1) IT (û2) IT (p)Ñðåäåí áðîé èòåðàöèè1 5 4.95 16.812 7 6.93 17.993 8.97 7.92 18.094 9.91 8.91 18.26Òàáëèöà 4.1: Ïîâåäåíèå íà ñúñòàâíèÿ ìíîãîíèâîâ ìåòîä, Re = 100



118 Ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà óðàâíåíèÿòà íà Íàâèå-ÑòîêñÁð. ðà�èíèðàíèÿ ℓ IT (û1) IT (û2) IT (p)Ñðåäåí áðîé èòåðàöèè1 4 3.96 16.522 5 4.95 17.973 7 6.93 18.074 8.96 7.92 18.25Òàáëèöà 4.2: Ïîâåäåíèå íà ñúñòàâíèÿ ìíîãîíèâîâ ìåòîä, Re = 400Áð. ðà�èíèðàíèÿ ℓ IT (û1) IT (û2) IT (p)Ñðåäåí áðîé èòåðàöèè1 3 2.97 16.522 4 3.96 17.933 5.97 4.95 18.024 7.07 6.93 18.26Òàáëèöà 4.3: Ïîâåäåíèå íà ñúñòàâíèÿ ìíîãîíèâîâ ìåòîä, Re = 1000âúòðåøíè èòåðàöèè è FR ïðåîáóñëîâèòåë. Â òîçè ñëó÷àé çà ïðèáëèæåíî ðåøà-âàíå íà ñèñòåìèòå ñ âîäåùèòå äèàãîíàëíè áëîêîâå èçïîëçâàìå òðè âúòðåøíèèòåðàöèè ñ ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ îïèñàíèÿ â �àçäåë 2.3 ïðåîáóñëî-âèòåë. Çà çàäà÷àòà (4.2.18) ïðèëàãàìå ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ìíîãî-íèâîâ ïðåîáóñëîâèòåë çà ãðà�-ëàïëàñèàíà Ãp, îñíîâàí íà ðàçäåëÿíåòî, ïðåäëî-æåíî â �àçäåë 3.3, è ñòàáèëèçàöèÿ ñ ïîëèíîì îò âòîðà ñòåïåí. Ïîëèíîìúò Pν ,ñ êîéòî àïðîêñèìèðàìå îáðàòíèòå ìàòðèöè íà âîäåùèòå äèàãîíàëíè áëîêîâå âéåðàðõè÷íîòî ðàçäåëÿíå íà òàçè ñòúïêà, å îò òðåòà ñòåïåí. Ïðåäñòàâåíèòå ÷èñ-ëåíè ðåçóëòàòè èëþñòðèðàò ïîâåäåíèåòî íà ìíîãîíèâîâèòå àëãîðèòìè â ñëó-÷àèòå íà ïúðâîíà÷àëíà ãðóáà ìðåæà ñ õàðàêòåðåí ðàçìåð h0 = 1/16 è íàé-�èíà ìðåæà, ïîëó÷åíà çà ℓ íà áðîé ðà�èíèðàíèÿ, ℓ = 1, 2, 3, 4. �àçìåðíîñò-òà Nℓ íà âñÿêà åäíà îò êîìïîíåíòèòå íà âåêòîðà íà ñêîðîñòèòå, å ñúîòâåòíî
N1 = 3136, N2 = 12416, N3 = 49408, N4 = 197120. Çà íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå âèòåðàöèîííèÿ ìåòîä èçïîëçâàìå ðåøåíèåòî íà ïðåäõîäíà ñòúïêà ïî âðåìåòî,
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Ôèãóðà 4.2: Âåêòîðíî ïîëå íà ñêîðîñòèòå ïðè ÷èñëî íà �åéíîëäñ Re = 400.Èçîáðàçåíè ñà ðåøåíèÿòà çà ðàçëè÷íî âðåìå t
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êàòî ∆t = 0.005. Èòåðàöèèòå â ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíåè îáîáùåíèÿ ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå, ïðè ðåøàâàíå íàñèñòåìèòå â ñúñòàâíèÿ àëãîðèòúì, ïðåêðàòÿâàìå ïðè äîñòèãàíå íà îòíîñèòåë-íà òî÷íîñò 10−9. Îñíîâíà öåë íà ÷èñëåíèÿ àíàëèç å äà ñå ñðàâíè ñõîäèìîñòòàçà òðèòå ðàçëè÷íè ðàçãëåæäàíè ñëó÷àÿ íà ÷èñëî íà �åéíîëäñ. Åòî çàùî èç-ïîëçâàìå åäíàêâè ïàðàìåòðè íà äèñêðåòèçàöèÿòà è íà ñúñòàâíèÿ àëãîðèòúì çà
Re = 100, Re = 400 è Re = 1000, êàòî òå ñà ñúîáðàçåíè ñúñ ñëó÷àÿ íà Re = 1000.Êàêòî å èçâåñòíî, ïîðàäè ïî-ñèëíî èçðàçåíàòà äèíàìèêà íà òå÷åíèÿ ñ ãîëåìè÷èñëà íà �åéíîëäñ, â òåçè ñëó÷àè ñòúïêèòå ïî ïðîñòðàíñòâî è âðåìå, êàêòî èïîñòèãíàòàòà â èòåðàöèîííèòå ìåòîäè îòíîñèòåëíà ãðåøêà, òðÿáâà äà ñà äîñòà-òú÷íî ìàëêè.Â Òàáëèöè 4.1-4.3 ñà ïðåäñòàâåíè ñðåäåí áðîé èòåðàöèè íà ñòúïêà ïî âðå-ìåòî, çà îáùî ñòî ñòúïêè ïî âðåìåòî. Ñ IT (û1) è IT (û2) ñìå îçíà÷èëè ñðåä-íèÿ áðîé èòåðàöèè, íåîáõîäèìè çà äîñòèãàíå íà æåëàíàòà òî÷íîñò, ïðè ðåøà-âàíå íà çàäà÷èòå (4.2.16) è (4.2.17) çà êîìïîíåíòèòå íà ñêîðîñòòà û1 è û2 íàêîíâåêòèâíî-äè�óçèîííàòà ñòúïêà â ïðîåêöèîííèÿ ìåòîä. Ñðåäíèÿò áðîé èòå-
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ðàöèè ïðè ðåøàâàíå íà çàäà÷à (4.2.18) çà íàëÿãàíåòî å îçíà÷åí ñ IT (p).Â ñúîòâåòñòâèå ñ òåîðåòè÷íèòå îöåíêè, ïðè ðåøàâàíåòî íà çàäà÷èòå (4.2.17)è (4.2.18) ïðèëàãàíåòî íà β = 2 âúòðåøíè èòåðàöèè â NLAMLI àëãîðèòúìà íåîñèãóðÿâà ïúëíà ñòàáèëèçàöèÿ íà îáùèÿ áðîé èòåðàöèè. Âúïðåêè òîâà, ðàçëè-êàòà â ñõîäèìîñòòà çà ðàçëè÷íè ðàçìåðíîñòè íà çàäà÷àòà å íåçíà÷èòåëíà, êàòîáðîÿ íà èòåðàöèèòå ñå óâåëè÷àâà ñ íå ïîâå÷å îò äâå çà ïîñëåäîâàòåëíè íèâàíà ðà�èíèðàíå. Åòî çàùî èçïîëçâàíåòî íà β = 2 â NLAMLI ìåòîäà, âìåñòîèç÷èñëèòåëíî ïî-ñêúïèÿ ñëó÷àé β = 3, å îïðàâäàíî. Êàêòî ñå âèæäà â Òàáëèöè4.1-4.3, áðîÿò èòåðàöèè ïðè ðåøàâàíå íà ïàðàáîëè÷íèòå çàäà÷è å ïî-ìàëúê ïðèïî-ãîëåìè ÷èñëà íà �åéíîëäñ. Îáÿñíåíèå íà òîçè �àêò å ïî-ñèëíàòà äèàãîíàë-íà äîìèíàöèÿ íà ñúîòâåòíèòå ìàòðèöè. Èòåðàöèèòå, íåîáõîäèìè çà ïîñòèãàíåíà æåëàíàòà òî÷íîñò ïðè ðåøàâàíåòî íà (4.2.18) íà ïðîåêöèîííàòà ñòúïêà âñúñòàâíèÿ àëãîðèòúì, ñà ïîâå÷å îò èòåðàöèèòå íà êîíâåêòèâíî-äè�óçèîííàòàñòúïêà. Òðÿáâà äà îòáåëåæèì, îáà÷å, ÷å ðàçìåðíîñòòà n íà ñèñòåìèòå çà íàëÿãà-íåòî å ïî-ìàëêà îò ðàçìåðíîñòòà N íà ñèñòåìèòå çà ñêîðîñòèòå, êàòî N > 1.5n.



122 Ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà óðàâíåíèÿòà íà Íàâèå-ÑòîêñÁðîÿò íà èòåðàöèèòå ïðè ðåøàâàíåòî íà çàäà÷à (4.2.18), êàêòî è íàáëþäàâàíàòàâ òîçè ñëó÷àé ñòàáèëèçàöèÿ, ñúîòâåòñòâàò íà òåîðåòè÷íèòå è ÷èñëåíè ðåçóëòàòèâ �ëàâà 3.Ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè çà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèÿòà íà Íàâèå-Ñòîêñ â ñëó÷àÿ íà Re = 400 ñà èëþñòðèðàíè ÷ðåç Ôèãóðè 4.2 � 4.4. Íà Ôèãóðà4.2 å ïîêàçàíî ñêàëèðàíîòî âåêòîðíî ïîëå çà ðàçëè÷íè ñòúïêè ïî âðåìåòî, ñöåë äà ñå äåìîíñòðèðà èçìåíåíèåòî íà ïðî�èëà íà òå÷åíèåòî. Ïðè t = 5 ñåíàáëþäàâà çàâèõðÿíå â ëåâèÿ äîëåí úãúë íà êîíòåéíåðà. Ïðè t = 10 â äåñíèÿäîëåí úãúë ñå î�îðìÿ îùå åäèí âèõúð , êîéòî ñå äîðàçâèâà ïðè t = 15 è t = 20.Íà Ôèãóðà 4.3 å ïðåäñòàâåíà äðóãà âèçóàëèçàöèÿ íà òå÷åíèåòî ïðè t = 20, òîçèïúò ÷ðåç ïîëåòî íà âèõúðà. Ñòîéíîñòèòå íà íîðìàòà íà âåêòîðèòå îò ïîëåòî íàñêîðîñòèòå íà ïîñëåäíàòà ñòúïêà ïî âðåìåòî ñà ïîêàçàíè íà Ôèãóðà 4.4. Êàêòîñå âèæäà, ñêîðîñòòà å íàé-ãîëÿìà áëèçî äî êàïàêà.



Çàêëþ÷åíèå
Ïðåäñòàâåíèòå â äèñåðòàöèÿòà ðåçóëòàòè ñà â îáëàñòòà íà ñúçäàâàíå íà å�åê-òèâíè ìåòîäè è àëãîðèòìè çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè îò ëèíåéíè àëãåáðè÷íè óðàâ-íåíèÿ, âúçíèêâàùè ïðè äèñêðåòèçàöèÿ íà ÷àñòíè äè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.�àçãëåäàíè ñà êëàñîâå äèñêðåòíè çàäà÷è, ïîëó÷åíè ïðè ïðèëàãàíå íà ÌÊÅ ñíåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè. Èíòåðåñúò êúì òîçè âèä åëåìåíòè å ìîòèâèðàíîò íÿêîè òåõíè ïðåäèìñòâà çà êëàñîâå çàäà÷è, â òîâà ÷èñëî îñèãóðåíèòå óñ-òîé÷èâîñò è ëîêàëíà êîíñåðâàòèâíîñò íà ïîëó÷åíèòå àïðîêñèìàöèè. Ïî-ìàëêîèçó÷åíè îò êîí�îðìíèÿ ñëó÷àé, íåêîí�îðìíèòå êðàéíè åëåìåíòè ïðåäèçâèê-âàò âñå ïî-ãîëÿì èíòåðåñ è ðàçâèòèå â ïîñëåäíèòå ãîäèíè. Òîâà âîäè äî íåîá-õîäèìîñò îò ñúçäàâàíå è àíàëèç íà òåõíèêè è îáùè ïîäõîäè çà ðåøàâàíå íàñúîòâåòíèòå àëãåáðè÷íè ñèñòåìè.Â äèñåðòàöèÿòà ðàçãëåæäàìå îïòèìàëíè àëãîðèòìè, îñíîâàíè íà èçïîëçâà-íåòî íà ìíîãîíèâîâè ïðåîáóñëîâèòåëè â ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò. Îï-òèìàëíèòå ìåòîäè, êîíñòðóèðàíè ñ ïîìîùòà íà ïîñëåäîâàòåëíîñò îò âëîæåíèìðåæè, ñà ñå óòâúðäèëè êàòî ïðåäïî÷èòàí èíñòðóìåíò ïðè ðåøàâàíå íà ñèñòå-ìè ñ ðàçðåäåíè ìàòðèöè. Âúïðåêè àêòèâíèòå èçñëåäâàíèÿ â îáëàñòòà, òîçè âèäòåõíèêè âñå îùå íå ñà äîñòàòú÷íî ðàçâèòè çà ðåäèöà âàæíè êëàñîâå çàäà÷è.Ïðåäèçâèêàòåëñòâî ïðåäñòàâëÿâàò è äèñêðåòèçàöèèòå ñ íåêîí�îðìíè åëåìåí-òè. Ïðè òÿõ êðàéíî-åëåìåíòíèòå ïðîñòðàíñòâà, ñúîòâåòñòâàùè íà ïîñëåäîâàòåë-íîñò îò òðèàíãóëàöèè, íå ñà âëîæåíè, êîåòî âîäè äî äîïúëíèòåëíè òðóäíîñòè âðàçðàáîòâàíåòî íà ïîäõîäÿùè éåðàðõè÷íè ïðåîáóñëîâèòåëè.123



124 Çàêëþ÷åíèåÎñíîâíè íàó÷íè ïðèíîñè1. Èçñëåäâàí å ìíîãîíèâîâ ìåòîä çà äâóìåðíè ëèíåéíè ïàðàáîëè÷íè çàäà÷è,äèñêðåòèçèðàíè ñ íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð. Ïîëó-÷åíà å íîâà ðàâíîìåðíà îöåíêà çà êîíñòàíòàòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâîíà Êîøè-Áóíÿêîâñêè-Øâàðö çà éåðàðõè÷íî ðàçäåëÿíå ÷ðåç DA ìåòîä çàìàòðèöàòà íà ìàñàòà. Íàïðàâåíî å îáîáùåíèå íà ïîëó÷åíèÿ ðåçóëòàò èñà ïðåäëîæåíè äâà ïîäõîäà çà êîíñòðóèðàíå íà îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâèïðåîáóñëîâèòåëè îñíîâàíè íà DA ðàçäåëÿíå íà ìàòðèöàòà íà äèñêðåòèçè-ðàíàòà ïàðàáîëè÷íà çàäà÷à.2. Ïîëó÷åíà å õàðàêòåðèçàöèÿ íà ðîáàñòíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà ïàðàáî-ëè÷íè çàäà÷è, äèñêðåòèçèðàíè ñ êîí�îðìíè åëåìåíòè íà Êóðàíò è íå-êîí�îðìíè ëèíåéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð. Èçñëåäâàíî å âëèÿíèåòîíà ìðåæîâàòà àíèçîòðîïèÿ âúðõó êà÷åñòâàòà íà ñúîòâåòíèòå éåðàðõè÷íèðàçäåëÿíèÿ.3. �àçãëåäàí å ïîäõîä çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè, ïîëó÷åíè ïðè äèñêðåòèçàöèÿñ íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè íà åëèïòè÷íè çàäà÷è â ñìåñåíà �îðìà.Ïîäõîäúò ñâåæäà çàäà÷àòà äî ñèñòåìà ñ ìàòðèöà ñúñ ñòðóêòóðà íà ãðà�-ëàïëàñèàí ñ òåãëà. Ïðåäëîæåíî å éåðàðõè÷íî ðàçäåëÿíå çà òàêúâ òèï çà-äà÷è, îñíîâàíî íà ñïåöèàëíî äå�èíèðàíè ìàêðîåëåìåíòè, àñîöèèðàíè ñúññòðàíè íà òðèúãúëíèöè îò ãðóáà ìðåæà. Ïîëó÷åíà å ðàâíîìåðíà îöåí-êà çà êîíñòàíòàòà íà Êîøè-Áóíÿêîâñêè-Øâàðö â ñëó÷àÿ íà ðàâíîìåðíàòðèàíãóëàöèÿ ñ ïðàâîúãúëíè åëåìåíòè.4. �àçðàáîòåíà å ïîëèíîìèàëíà àïðîêñèìàöèÿ çà ñèìåòðè÷íè ïîëîæèòåëíîîïðåäåëåíè ìàòðèöè ñ ïîìîùòà íà ïîëèíîìà íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèåíà x−1 â L∞ íîðìà â êðàåí èíòåðâàë. Èçâåäåíà å îöåíêà çà îòíîñèòåëíî-òî ÷èñëî íà îáóñëîâåíîñò íà òàêà ïîëó÷åíèÿ ïðåîáóñëîâèòåë. Ïîäõîäúò åïðèëîæåí çà àïðîêñèìèðàíå íà âîäåùèòå äèàãîíàëíè áëîêîâå â ìíîãîíè-âîâà �àêòîðèçàöèÿ íà ãðà�-ëàïëàñèàíè ñ òåãëà. Èçñëåäâàíè ñà ñâîéñòâàòà



Ï. Áîÿíîâà, Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè 125íà ïîëó÷åíèÿ ìíîãîíèâîâ ìåòîä â ñëó÷àÿ íà ðàâíîìåðíà òðèàíãóëàöèÿ ñïðàâîúãúëíè åëåìåíòè.5. Ïðåäëîæåí å îïòèìàëåí ñúñòàâåí ìíîãîíèâîâ ìåòîä çà ðåøàâàíå íà íåñ-òàöèîíàðíèòå óðàâíåíèÿ íà Íàâèå-Ñòîêñ çà ñëó÷àÿ íà óñòîé÷èâà, ëîêàëíîêîíñåðâàòèâíà äèñêðåòèçàöèÿ ñ íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè. Ìåòîäúòñå îñíîâàâà íà ìíîãîíèâîâî ïðåîáóñëàâÿíå íà ñèñòåìèòå, âúçíèêâàùè íàêîíâåêòèâíî-äè�óçèîííàòà è ïðîåêöèîííà ñòúïêè â ïðîåêöèîíåí ìåòîä.6. Ïðîãðàìíî ñà ðåàëèçèðàíè èçñëåäâàíèòå ìåòîäè è àëãîðèòìè. Ïðîâåäåíè-òå ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè ïîòâúðæäàâàò òÿõíàòà èç÷èñëèòåëíà å�åêòèâ-íîñò çà âàæíè êëàñîâå çàäà÷è ñ ãîëÿìà ðàçìåðíîñò.Äåêëàðàöèÿ çà îðèãèíàëíîñò íà ðåçóëòàòèòåÄåêëàðèðàì, ÷å íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ ñúäúðæà îðèãèíàëíè ðåçóëòàòè, ïîëó-÷åíè ïðè ïðîâåäåíè îò ìåí íàó÷íè èçñëåäâàíèÿ (ñ ïîäêðåïàòà è ñúäåéñòâèåòîíà íàó÷íèÿ ìè ðúêîâîäèòåë). �åçóëòàòèòå, êîèòî ñà ïîëó÷åíè, îïèñàíè è/èëèïóáëèêóâàíè îò äðóãè ó÷åíè, ñà íàäëåæíî è ïîäðîáíî öèòèðàíè â áèáëèîãðà-�èÿòà.Íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ íå å ïðèëàãàíà çà ïðèäîáèâàíå íà íàó÷íà ñòåïåí âäðóãî âèñøå ó÷èëèùå, óíèâåðñèòåò èëè íàó÷åí èíñòèòóò.Ïîäïèñ:
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