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Äèñåðòàöèîííèÿò òðóä å îáñúäåí è äîïóñíàò äî çàùèòà íà ðàçøèðåíî çà-ñåäàíèå íà ñåêöèÿ ½Íàó÷íè ïðåñìÿòàíèÿ� ïðè ÈÈÊÒ-ÁÀÍ, ñúñòîÿëî ñå íà08.09.2011ã.Äèñåðòàöèîííèÿò òðóä ñúäúðæà 135 ñòðàíèöè, â êîèòî 18 �èãóðè, 16 òàá-ëèöè è 9 ñòðàíèöè ëèòåðàòóðà, âêëþ÷âàùà 79 çàãëàâèÿ.

Àâòîð: Ïåòÿ Òîäîðîâà ÁîÿíîâàÇàãëàâèå: Îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåí-òè



Îáùà õàðàêòåðèñòèêà íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóäÎáçîð íà èçñëåäâàíàòà îáëàñò è àêòóàëíîñò íà òåìàòàÌíîãî îò íàé-çíà÷èìèòå äîñòèæåíèÿ â ñúâðåìåííàòà íàóêà è òåõíî-ëîãèÿ ñå äúëæàò íà íàïðåäúêà â îáëàñòòà íà êîìïþòúðíîòî ìîäåëèðàíå.Å�åêòèâíîñòòà íà òîçè ñëîæåí èíòåðäèñöèïëèíàðåí ïðîöåñ ïðè íàìèðà-íåòî íà ðåøåíèå íà ðàçëè÷íè çàäà÷è â ïðèëîæíàòà è íàó÷íà îáëàñòè íà÷îâåøêîòî çíàíèå, ñå îñíîâàâà íà ðàáîòàòà è óñïåõèòå â ñúâêóïíîñò îò íà-ó÷íè íàïðàâëåíèÿ. Êîìïþòúðíîòî ìîäåëèðàíå âêëþ÷âà ñúçäàâàíå íà: à)ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë, àäåêâàòíî îïèñâàù ñúîòâåòíèÿ ðåàëåí �åíîìåí; á)÷èñëåíè ìåòîäè çà äèñêðåòèçàöèÿ íà äè�åðåíöèàëíèòå è/èëè èíòåãðàëíèóðàâíåíèÿ; â) å�åêòèâíè ìåòîäè è àëãîðèòìè çà ðåøàâàíå íà ïîëó÷åíèòåñëåä äèñêðåòèçàöèÿòà ñèñòåìè îò ëèíåéíè àëãåáðè÷íè óðàâíåíèÿ; ã) àëãî-ðèòìè çà âèçóàëèçàöèÿ è àíàëèç íà ðåçóëòàòèòå îò ïðîâåäåíèòå ÷èñëåíèåêñïåðèìåíòè; ä) âèñîêîïðîèçâîäèòåëíè êîìïþòúðíè ïðîãðàìè, êîèòî âìàêñèìàëíà ñòåïåí èçïîëçâàò âúçìîæíîñòèòå è àðõèòåêòóðàòà íà ñúâðå-ìåííèòå èç÷èñëèòåëíè ñèñòåìè. Êîìïþòúðíèÿò ìîäåë äàâà âúçìîæíîñòíå ñàìî çà èêîíîìèè ïðè ñêúïî ñòðóâàùè ëàáîðàòîðíè è ïðàêòè÷åñêè åêñ-ïåðèìåíòè. Â ðåäèöà ñëó÷àè îùå ïî-âàæíî å ìîäåëèðàíåòî íà õàðàêòåðèñ-òèêèòå íà íîâè ìàòåðèàëè è òåõíîëîãèè, êàêòî è èçñëåäâàíåòî íà ïðîöåñè,çà êîèòî èçìåðâàíèÿòà è íàáëþäåíèÿòà ñà íåâúçìîæíè.Îñíîâíè ñðåäñòâà çà äèñêðåòèçàöèÿ íà äè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñàìåòîäúò íà êðàéíèòå åëåìåíòè è ìåòîäúò íà êðàéíèòå ðàçëèêè, âæ. íàïð.[26, 28, 3℄. Ñëåä òÿõíîòî ïðèëàãàíå, çàäà÷àòà ñå ñâåæäà äî ñèñòåìà îò ëè-íåéíè àëãåáðè÷íè óðàâíåíèÿ [1, 2℄. Åäíî îò íàé-âàæíèòå ñâîéñòâà íà òåçèñèñòåìè å, ÷å ñúîòâåòíèòå ìàòðèöè ñà ðàçðåäåíè. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å áðîÿòíà íåíóëåâèòå åëåìåíòè âúâ âñåêè ðåä èëè ñòúëá å îãðàíè÷åí îò êîíñòàí-òà, êîÿòî íå çàâèñè îò ïàðàìåòúðà íà äèñêðåòèçàöèÿ íà ñúîòâåòíèÿ ìåòîäè ñëåäîâàòåëíî íå çàâèñè îò ðàçìåðíîñòòà íà äèñêðåòíàòà çàäà÷à, êîÿòîñå óâåëè÷àâà ñ íàìàëÿâàíåòî íà äèñêðåòèçàöèîííèÿ ïàðàìåòúð. Èçâåñòíîå, ÷å ðåøàâàíåòî íà çàäà÷è íà èç÷èñëèòåëíàòà ëèíåéíà àëãåáðà ñ ðàçðå-äåíè ìàòðèöè å îïðåäåëÿùî çà å�åêòèâíîñòòà íà äîìèíèðàùàòà ÷àñò îòñúùåñòâóâàùèòå ïðîãðàìè çà êîìïþòúðíî ìîäåëèðàíå íà ïðîöåñè, êîèòîñå îïèñâàò ñ äè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ [9, 2℄. Òîâà å îñîáåíî âàæíî ïðèðåøàâàíå íà ñëîæíè çàäà÷è ñ ãîëÿìà ðàçìåðíîñò. Ïîíÿòèåòî ãîëÿìà ðàç-ìåðíîñò ñå ïðîìåíÿ ñ íàðàñòâàíå íà ïðîèçâîäèòåëíîñòòà íà èç÷èñëèòåëíàòàòåõíèêà, íî íåçàâèñèìî îò îãðîìíèÿ ïðîãðåñ â òîâà îòíîøåíèå, îïðåäåëÿùèçà ðàçâèòèåòî íà êîìïþòúðíîòî ìîäåëèðàíå ñà ïîñòèæåíèÿòà â îáëàñòòàíà ÷èñëåíèòå ìåòîäè è àëãîðèòìèòå çà òÿõíàòà ðåàëèçàöèÿ. �åçóëòàòèòåïðåäñòàâåíè â íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ ñà â òàçè îáëàñò.Ìåòîäúò íà êðàéíèòå åëåìåíòè (ÌÊÅ) è ìåòîäúò íà êðàéíèòå ðàçëèêèñà ïðåäñòàâèòåëè íà òàêà íàðå÷åíèòå ìðåæîâè ìåòîäè è ïðè îïðåäåëåíè1



ïðåäïîëîæåíèÿ ìàòðèöèòå íà ïîëó÷àâàíèòå ëèíåéíè ñèñòåìè ñà ñ áëèç-êè ñâîéñòâà è äîðè ìîãàò äà ñúâïàäàò. Íåçàâèñèìî îò òîâà, ìåòîäúò íàêðàéíèòå åëåìåíòè èìà îïðåäåëåíè ïðåäèìñòâà ïî îòíîøåíèå íà îáùíîñò-òà è àëãîðèòìèòå çà íåãîâàòà ðåàëèçàöèÿ. Èçñëåäâàíèÿòà â äèñåðòàöèÿòàñèñòåìíî èçïîëçâàò òåðìèíîëîãèÿòà è ñâîéñòâàòà íà ìåòîäà íà êðàéíèòååëåìåíòè.Äèñêðåòèçàöèÿòà ñ êîí�îðìíè ëèíåéíè êðàéíè åëåìåíòè å íàé-ïîäðîáíîèçó÷åíèÿ ñëó÷àé íà ïðèëàãàíå íà ÌÊÅ, íî â ðåäèöà âàæíè ïðèëîæåíèÿíåêîí�îðìíèòå êðàéíè åëåìåíòè èìàò ñåðèîçíè ïðåäèìñòâà. Íàïðèìåð,ïðè ÷èñëåíî ìîäåëèðàíå íà òå÷åíèÿ â ñèëíî õåòåðîãåííè ïîðåñòè ñðåäè,ìåòîäúò íà êðàéíèòå îáåìè è ñìåñåíèÿò ìåòîä íà êðàéíèòå åëåìåíòè ïðè-òåæàâàò äîêàçàíî äîáðà òî÷íîñò è ëîêàëíà êîíñåðâàòèâíîñò (íà ìàñàòà).Ïðè ïðèëàãàíåòî íà ñìåñåí ÌÊÅ, íåïðåêúñíàòîñòòà íà ñêîðîñòòà ïî íàï-ðàâëåíèå íà íîðìàëàòà êúì ãðàíèöàòà ìåæäó äâà êðàéíè åëåìåíòà ìîæåäà ñå íàëîæè ÷ðåç Ëàãðàíæåâè ìíîæèòåëè. Â [4℄ Arnold è Brezzi ïîêàç-âàò, ÷å ñëåä åëèìèíèðàíå íà íåèçâåñòíèòå íà íàëÿãàíåòî è ñêîðîñòòà îòàëãåáðè÷íàòà ñèñòåìà, çàäà÷àòà çà Ëàãðàíæåâèòå ìíîæèòåëè ñ äîïúëíå-íèåòî íà Øóð å åêâèâàëåíòíà íà äèñêðåòèçàöèÿ íà åëèïòè÷íà çàäà÷à ÷ðåçìåòîä íà �àëüîðêèí ñ ëèíåéíè íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè. Ïî-òî÷íî,â [4℄ å ïîêàçàíî, ÷å àïðîêñèìàöèÿ ñúñ ñìåñåí ìåòîä ñ êðàéíè åëåìåíòè íà�àâèàð-Òîìà îò íàé-íèñúê ðåä å åêâèâàëåíòíà íà àïðîêñèìàöèÿ ñ íåêîí-�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð, ïðè êîÿòî êðàéíî-åëåìåíòíîòîïðîñòðàíñòâî å äîïúëíåíî ñ êóáè÷íè áàçèñíè �óíêöèè, âñÿêà îò êîèòî èìàçà íîñèòåë åäèí êðàåí åëåìåíò.Äðóãî ïðèëîæåíèå íà íåêîí�îðìíèòå åëåìåíòè, â ÷àñòíîñò, íà åëåìåí-òèòå íà Êðîçå-�àâèàð, íà êîåòî èñêàìå äà îáúðíåì âíèìàíèå, å ñâúðçàíî ñèòåðàöèîííè ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà çàäà÷è, äèñêðåòèçèðàíè ñ ïðåêúñíàòìåòîä íà �àëüîðêèí (Dis
ontinuous Galerkin � DG). Â [5℄, Ayuso de Dios èÇèêàòàíîâ ïðåäëàãàò ðàâíîìåðíî ñõîäÿùè èòåðàöèîííè ìåòîäè, êîèòî ñåîñíîâàâàò íà åñòåñòâåíî ðàçäåëÿíå íà ïðîñòðàíñòâîòî íà DG åëåìåíòèòåîò ïúðâè ðeä íà äèðåêòíà ñóìà îò êðàéíî-åëåìåíòíîòî ïðîñòðàíñòâî íàÊðîçå-�àâèàð è ïîäïðîñòðàíñòâî, êîåòî ñúäúðæà �óíêöèè, íåïðåêúñíàòèïî âúòðåøíè çà îáëàñòòà èíòåð�åéñè ìåæäó åëåìåíòèòå.Òîâà ñà íÿêîè îò ïðè÷èíèòå çà ñïåöèàëíèÿ èíòåðåñ êúì ïðèëàãàíå íàíåêîí�îðìíèòå êðàéíè åëåìåíòè çà å�åêòèâíî ÷èñëåíî ðåøàâàíå íà äè-�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, êîåòî å ïðåäìåò íà íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ.Àêî ðàçãëåäàìå åëèïòè÷íà ãðàíè÷íà çàäà÷à â îáëàñòòà Ω ⊂ R2 è çàíåéíîòî ÷èñëåíî ðåøàâàíå ïðèëîæèì ìðåæîâ ÷èñëåí ìåòîä, òî ïðè ìíî-ãî îáùè ïðåäïîëîæåíèÿ äè�åðåíöèàëíàòà çàäà÷à ñå ñâåæäà äî ñèñòåìàîò ëèíåéíè àëãåáðè÷íè óðàâíåíèÿ ñúñ ñèìåòðè÷íà è ïîëîæèòåëíî îïðåäå-ëåíà ìàòðèöà A ñ ðàçìåðíîñò N × N. Îñíîâíèòå ìåòîäè çà ðåøàâàíå íàòàêúâ êëàñ ëèíåéíè ñèñòåìè íàé-îáùî ñå ðàçäåëÿò íà äâà âèäà � ïðåêè è2



èòåðàöèîííè. Ìåòîäúò íà Õîëåöêè å åäèí îò íàé-äîáðå èçâåñòíèòå ïðåêèìåòîäè. Ïðåäïîëàãà ñå, ÷å òîé îò÷èòà ëåíòîâàòà ñòðóêòóðà èëè ïðî�èëàíà ìàòðèöàòà ïðè ïîäõîäÿùà íîìåðàöèÿ íà íåèçâåñòíèòå è ïðè îïðåäåëå-íè ïðåäïîëîæåíèÿ èìà èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò O(N2). Ìåòîäúò íà âëî-æåíèòå ñå÷åíèÿ (Nested Disse
tion), âæ. íàïð. [9℄, å íàé-áúðçèÿò èçìåæäóïðåêèòå ìåòîäè. Â îñíîâàòà íà òîçè ìåòîä å ðåêóðñèâíîòî ðàçäåëÿíå íàãðà�à, ïðåäñòàâÿù ñòðóêòóðàòà íà íåíóëåâèòå åëåìåíòè íà ìàòðèöàòà A,à èç÷èñëèòåëíàòà ìó ñëîæíîñò å O(N3/2). Åäèí îò íàé-ïîïóëÿðíèòå èòåðà-öèîííè ìåòîäè å ìåòîäúò íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò. Òîé èìà ñëîæíîñò, êîÿòîàñèìïòîòè÷íî ñúâïàäà ñúñ ñëîæíîñòòà íà íàé-äîáðèÿ ïðÿê ìåòîä. Ïî òàçèïðè÷èíà å ïðèåòî, ÷å ïðåäèìñòâàòà íà èòåðàöèîííèòå ìåòîäè çà ðåøàâàíåíà çàäà÷è ñ äîñòàòú÷íî ãîëÿìà ðàçìåðíîñò ñà áåçñïîðíè.Èòåðàöèîííèòå ìåòîäè â ïîäïðîñòðàíñòâà íà Êðèëîâ ñà â êëàñàöèÿòàíà äåñåòòå íàé�çíà÷èìè ïîñòèæåíèÿ â îáëàñòòà íà àëãîðèòìèòå ïðåç ÕÕâåê. Ìåòîäúò íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò è íåãîâîòî îáîáùåíèå, ìåòîäúò íàñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå, ñà ñúâðåìåííè ìåòîäè îò âàðèàöèî-íåí òèï â ïîäïðîñòðàíñòâà íà Êðèëîâ , âæ. íàïð. [7, 9, 26℄. Å�åêòèâíîñòòàíà ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå ñå îïðåäåëÿ îò êà÷åñòâà-òà íà ïðåîáóñëîâèòåëÿ. Âàæíà ðîëÿ â ðàçâèòèåòî íà ìåòîäèòå çà ðåøàâàíåíà ëèíåéíè ñèñòåìè èãðàÿò èçñëåäâàíèÿòà â îáëàñòòà íà êîíñòðóèðàíåòîíà òàêà íàðå÷åíèòå îïòèìàëíè ïðåîáóñëîâèòåëè, çà êîèòî èç÷èñëèòåëíàòàñëîæíîñò íà ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå å O(N).Â ñúâðåìåííàòà òåîðèÿ íà îïòèìàëíèòå èòåðàöèîííè ìåòîäè, îñíîâíàðîëÿ èãðàÿò ìåòîäèòå ïîñòðîåíè âúðõó ïîñëåäîâàòåëíîñò îò ìðåæè (òðèàí-ãóëàöèè). Òåçè ìåòîäè ñå ðàçäåëÿò íà ìíîãîìðåæîâè (multigrid), [27, 38℄ èìíîãîíèâîâè (multilevel), [12, 16, 17, 41, 48, 55℄. Ïî òðàäèöèÿ ïúðâàòà ãðóïàñå ñ÷èòà, ÷å èçïîëçâà ïîâå÷å ñâîéñòâàòà íà äè�åðåíöèàëíàòà çàäà÷à, äî-êàòî ïðè âòîðàòà ãðóïà êîíñòðóêöèÿòà å â çíà÷èòåëíà ñòåïåí àëãåáðè÷íàè ñå ðåàëèçèðà â òåðìèíèòå íà ìåòîäà íà êðàéíèòå åëåìåíòè è ñúîòâåò-íèòå ìàòðèöè íà êîðàâèíà. Èñòîðèÿòà íà ðåêóðñèâíèòå èòåðàöèîííè ìå-òîäè, èçïîëçâàùè ïîñëåäîâàòåëíîñò îò âëîæåíè ìðåæè, âîäè íà÷àëîòî ñèîò ðàáîòàòà íà �. Ôåäîðåíêî [33℄, ïóáëèêóâàíà ïðåç 1961 ã. Ïðåç 1987 ã.Ï. Âàñèëåâñêè, �. Ëàçàðîâ è Ñ. Ìàðãåíîâ [48℄ êîíñòðóèðàò ïî÷òè îïòè-ìàëåí àëãåáðè÷åí ìíîãîíèâîâ ìåòîä. �åøèòåëíà ñëåäâàùà ñòúïêà â òàçèîáëàñò å íàïðàâåíà â ðàáîòèòå íà Axelsson è Âàñèëåâñêè [16, 17℄, êúäåòî ñàâúâåäåíè AMLI ìåòîäèòå. Òóê çà ïúðâè ïúò ñà ïîëó÷åíè îïòèìàëíè îöåí-êè, çà êîèòî íå ñå ïðåäïîëàãà äîïúëíèòåëíà ðåãóëÿðíîñò íà ðåøåíèåòî íàäè�åðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå. Êàêòî è â äðóãè äÿëîâå íà ìàòåìàòèêàòà,íàïúëíî çàñëóæåíî ìîæåì äà ãîâîðèì çà áúëãàðñêà øêîëà â îáëàñòòà íàîïòèìàëíèòå àëãåáðè÷íè èòåðàöèîííè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè. Îñíîâíè ïðè-íîñè â òîâà íàïðàâëåíèå ñà ïóáëèêóâàíè â ðàáîòèòå íà Ï. Âàñèëåâñêè, �.Ëàçàðîâ, Ñ. Ìàðãåíîâ. 3



Ìåòîäîëîãèÿ íà èçñëåäâàíåòîÏîíÿòèÿòà èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò è ñêîðîñò íà ñõîäèìîñò ñà îñíîâíè âìåòîäîëîãèÿòà íà èçñëåäâàíå â äèñåðòàöèÿòà. Ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè èìàòêîíñòðóêòèâåí õàðàêòåð, êàòî âñè÷êè ïðåäëîæåíè è èçñëåäâàíè ìåòîäèèìàò ÿñíà àëãîðèòìè÷íà ñòðóêòóðà.Ìåòîäúò íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå å â îñíîâàòà íà ñúâ-ðåìåííèòå èòåðàöèîííè ìåòîäè. Íåãîâàòà å�åêòèâíîñò ñå îïðåäåëÿ îò ñêî-ðîñòòà íà ñõîäèìîñò è èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò íà ðåøàâàíåòî íà ñèñòåìàñ ïðåîáóñëîâèòåëÿ. Ñïåêòðàëíîòî ÷èñëî íà îáóñëîâåíîñò κ(C−1A) íà ïðå-îáóñëîâåíàòà ìàòðèöà å ìÿðêà çà ñêîðîñòòà íà ñõîäèìîñò íà ìåòîäà. Òàêàíàïðèìåð, çà îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè κ(C−1A) = O(1) è áðîÿò íàèòåðàöèèòå, äîñòàòú÷íè çà ïîëó÷àâàíå íà ðåøåíèå ñ ïðåäâàðèòåëíî çàäà-äåíà òî÷íîñò, å îãðàíè÷åí îò êîíñòàíòà, êîÿòî íå çàâèñè îò ðàçìåðíîñòòàíà äèñêðåòíàòà çàäà÷à.Â ñëó÷àÿ íà ìíîãîíèâîâè ïðåîáóñëîâèòåëè, ÷èñëîòî íà îáóñëîâåíîñò çà-âèñè îò êîíñòàíòàòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà Êîøè-Áóíÿêîâñêè-Øâàðö(ÊÁØ). Â äèñåðòàöèÿòà ñà ïðåäñòàâåíè íîâè îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìå-òîäè. Èçïîëçâàíèÿò àïàðàò íà èçñëåäâàíå âêëþ÷âà êîíñòðóèðàíå íà ñïåêò-ðàëíî åêâèâàëåíòíè ïðèáëèæåíèÿ çà ñïåöèàëíè êëàñîâå ìàòðèöè, âúçíèê-âàùè â ïðîöåñà íà ìíîãîíèâîâà �àêòîðèçàöèÿ è ïîëó÷àâàíå íà íîâè ðàâíî-ìåðíè îöåíêè íà êîíñòàíòàòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ. Íàïðàâåíàå ïðîãðàìíà ðåàëèçàöèÿ íà ïðåäñòàâåíèòå â äèñåðòàöèÿòà ìåòîäè è àëãî-ðèòìè, ïðîâåäåíè ñà ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè è ñà àíàëèçèðàíè ïîëó÷åíèòå÷èñëåíè ðåçóëòàòè.Öåëè íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóäÎñíîâíèòå öåëè íà èçñëåäâàíèÿòà â äèñåðòàöèÿòà ñà:
• �àçðàáîòâàíå è èçñëåäâàíå íà îïòèìàëíè ïðåîáóñëîâèòåëè îò êëàñàíà àëãåáðè÷íèòå ìíîãîíèâîâè ìåòîäè (AMLI) çà äâóìåðíè ïàðàáî-ëè÷íè çàäà÷è, äèñêðåòèçèðàíè ñ ëèíåéíè íåêîí�îðìíè êðàéíè åëå-ìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð.
• �àçðàáîòâàíå è èçñëåäâàíå íà îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà äâó-ìåðíè åëèïòè÷íè çàäà÷è â ñìåñåíà �îðìà, äèñêðåòèçèðàíè ñ íåêîí-�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè.
• Ñúçäàâàíå íà ñúñòàâåí ìåòîä çà íåñòàöèîíàðíèòå óðàâíåíèÿ íà Íàâèå-Ñòîêñ, îñíîâàí íà îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ïðåîáóñëîâèòåëè çà ñèñòå-ìèòå, ïîëó÷åíè ïðè óñòîé÷èâà ëîêàëíî êîíñåðâàòèâíà äèñêðåòèçàöèÿñ íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè.4
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Àïðîáàöèÿ íà ðåçóëòàòèòåÑúùåñòâåíè ÷àñòè îò äèñåðòàöèÿòà ñà ïðåäñòàâåíè íà ñëåäíèòå ñïåöèà-ëèçèðàíè ìåæäóíàðîäíè íàó÷íè êîí�åðåíöèè: 4th Conferen
e on �Numeri
alAnalysis and Appli
ations�, Lozenetz, Bulgaria, 2008; 7th International Con-feren
e on �Large-S
ale S
ienti�
 Computations�, Sozopol, Bulgaria, 2009; 4thIMACS Conferen
e on �Mathemati
al Modelling and Computational Methodsin Applied S
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es and Engineering�, Roznov pod Radhostem, Cze
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al Methods and Appli
ations � NM&A'10,Borovets, Bulgaria, 2010; Emerging Topi
s in Dynami
al Systems and PartialDi�erential Equations � DSPDEs'10, Bar
elona, Spain, 2010.�åçóëòàòè îò äèñåðòàöèÿòà ñà äîêëàäâàíè è â ðàìêèòå íà: Èí�îðìà-öèîííè äíè ïî ïðîåêòà Bulgarian IST Center of Competen
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• Öåíòúð çà âúðõîâè íàó÷íè ïîñòèæåíèÿ �Ñóïåðêîìïþòúðíè ïðèëîæå-íèÿ�, �îíä �Íàó÷íè èçñëåäâàíèÿ�, ÄÎ02-115/2008
• Ìåòîäè, àëãîðèòìè è ñî�òóåðíè ñðåäñòâà çà çàäà÷è ñ ãîëÿìà ðàçìåð-íîñò è éåðàðõè÷íè êîìïþòúðíè ìîäåëè, �îíä �Íàó÷íè èçñëåäâàíèÿ�,ÄÎ02-147/2008
• �àçâèòèå íà ìåòîäèòå íà ìåõàíèêàòà íà íåïðåêúñíàòè ñðåäè ÷ðåç ÷èñ-ëåíè è àíàëèòè÷íè ïðèëîæåíèÿ íà âàðèàöèîííè ïðèíöèïè ,�îíä �Íà-ó÷íè èçñëåäâàíèÿ�, ÄÎ02-338/2008
• Àäàïòèâíè è éåðàðõè÷íè àëãîðèòìè â ìåòîäà íà êðàéíèòå åëåìåíòè,�îíä �Íàó÷íè èçñëåäâàíèÿ�, VU-MI-202/2006
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 problems as arising in modellingof multiphase mi
rostru
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il (VR)Ñúäúðæàíèå íà äèñåðòàöèÿòàÍàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ ñå ñúñòîè îò óâîä, ÷åòèðè ãëàâè, çàêëþ÷åíèå èñïèñúê íà öèòèðàíàòà ëèòåðàòóðà. Îñíîâíîòî ñúäúðæàíèå å ïîìåñòåíî íà108 ñòðàíèöè, à èçëîæåíèåòî å ïðèäðóæåíî ñ �èãóðè è òàáëèöè. Ñïèñúêúòíà öèòèðàíàòà ëèòåðàòóðà ñúäúðæà 79 çàãëàâèÿ.6



�ëàâà 1. ÂúâåäåíèåÏúðâàòà ãëàâà èìà âúâåæäàù õàðàêòåð. Â íåÿ ñà ïðåäñòàâåíè èçâåñòíè�àêòè, èçïîëçâàíè íà ðàçëè÷íè åòàïè îò èçñëåäâàíèÿòà â äèñåðòàöèÿòà.Â íà÷àëîòî íàêðàòêî ïðåäñòàâÿìå ìåòîäà íà êðàéíèòå åëåìåíòè è íåãî-âè îñíîâíè ñâîéñòâà. ÌÊÅ å ñðåä îñíîâíèòå ñðåäñòâà çà ÷èñëåíî ðåøàâàíåíà äè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ [3, 9, 26, 29℄, íàëîæèëî ñå ïîðàäè åëåãàíòíàòàìàòåìàòè÷åñêà �îðìóëèðîâêà è øèðîêàòà óïîòðåáà çà ÷èñëåíî ðåøàâàíåíà âàæíè (êëàñîâå îò) çàäà÷è ñ ïðèëîæåíèÿ â òåõíè÷åñêèòå, ìåäèöèíñêè,åñòåñòâåíè è äðóãè íàóêè. ÌÊÅ å òåõíèêà çà èçáîð íà êðàéíîìåðíî ïîäï-ðîñòðàíñòâî Vh, â êîåòî òúðñèì ïðèáëèæåíî ðåøåíèå íà äè�åðåíöèàëíàòàçàäà÷à âúâ âàðèàöèîííà �îðìà. Íàé-÷åñòî èçïîëçâàíèòå â ÌÊÅ ïîäïðîñò-ðàíñòâà ñúäúðæàò �óíêöèè, êîèòî ñà íà ÷àñòè ïîëèíîìè âúðõó ðàçäåëÿíå(òðèàíãóëàöèÿ) Th íà îáëàñòòà, íàðè÷àíî îùå êðàéíî-åëåìåíòíà ìðåæà.Êîãàòî ïðîñòðàíñòâîòî Vh íå ïðèíàäëåæè íà Ñîáîëåâîòî ïðîñòðàíñòâî
V , çà êîåòî å äå�èíèðàíà âàðèàöèîííàòà çàäà÷à, ÌÊÅ ñå íàðè÷à íåêîí�îð-ìåí ìåòîä, ò.å., äèñêðåòèçàöèÿ ñ íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè. Ïðèìåð çàíåêîí�îðìíè åëåìåíòè ñà êðàéíèòå åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð, âæ. íàïð.,[26℄.Íàìèðàíåòî íà ïðèáëèæåíî ðåøåíèå uh ÷ðåç ÌÊÅ ñå ñâåæäà äî ðåøà-âàíå íà ñèñòåìà ëèíåéíè àëãåáðè÷íè óðàâíåíèÿ ñ ãîëÿìà ðàçìåðíîñò,

Au = b,êúäåòî u = {ui}N
i=1 å íåèçâåñòíèÿò âåêòîð, uh =

N∑

i=1

uiφi. Áàçèñíèòå �óí-êöèè φi ∈ Vh èìàò ëîêàëåí íîñèòåë è ïî êîíñòðóêöèÿ âúâ âñåêè ðåä îòìàòðèöàòà íà ñèñòåìàòà èìà ñàìî íå ãîëÿì áðîé ðàçëè÷íè îò íóëà åëåìåí-òè, ò.å. A ∈ RN×N e ðàçðåäåía ìàòðèöa. Â ñëó÷àÿ íà ÌÊÅ äèñêðåòèçàöèèíà åëèïòè÷íè çàäà÷è îò âòîðè ðåä, A å ñèìåòðè÷íà è ïîëîæèòåëíî îïðå-äåëåíà.�àçäåë 1.2 å ïîñâåòåí íà èòåðàöèîííè ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà ñèñòå-ìè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ ñ ðàçðåäåíè ìàòðèöè. Ïúðâî å ïðåäñòàâåí ìåòîäúòíà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò. Âàæíî íåãîâî ñâîéñòâî å, ÷å íàïðàâëåíèÿòà íàòúðñåíå ñà âçàèìíî îðòîãîíàëíè ïî îòíîøåíèå íà åíåðãåòè÷íîòî ñêàëàðíîïðîèçâåäåíèå. Îöåíêà çà ñêîðîñòòà íà ñõîäèìîñò íà òîçè ìåòîä ñå äàâà îòñëåäíàòà òåîðåìà.Òåîðåìà 1.2.2. Â ñèëà å íåðàâåíñòâîòî
it(ǫ) ≤ 1

2

√
κ(A) ln (2/ǫ) + 1, (1)êúäåòî ñ it(ǫ) å îçíà÷åíî íàé-ìàëêîòî öÿëî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî n, çà êîå-òî n-òîòî ïðèáëèæåíèå x(n), ïðåñìåòíàòî ÷ðåç ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ7



ãðàäèåíò óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî
‖x− x(n)‖A ≤ ǫ‖x− x(0)‖A, ∀x(0) ∈ RN .Ñïîðåä Òåîðåìà 1.2.2, áðîÿò èòåðàöèè â ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò,íåîáõîäèìè çà äîñòèãàíå íà æåëàíà îòíîñèòåëíà òî÷íîñò, çàâèñè îò ñïåê-òðàëíîòî ÷èñëî íà îáóñëîâåíîñò íà ìàòðèöàòà íà ñèñòåìàòà. Â ÷àñòíîñò,áðîÿò èòåðàöèè çà åëèïòè÷íè çàäà÷è îò âòîðè ðåä ðàñòå ïðîïîðöèîíàëíîíà O(

√
N).Ñ öåë ïîäîáðÿâàíå íà ñõîäèìîñòòà â ñëó÷àÿ íà ðåøàâàíå íà ëîøî îáóñ-ëîâåíè ñèñòåìè, ñå ïðèëàãà òàêà íàðå÷åíàòà òåõíèêà íà ïðåîáóñëàâÿíå. Ìå-òîäúò íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå ñå å íàëîæèë êàòî ïðåäïî÷è-òàí èòåðàöèîíåí ìåòîä çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè ëèíåéíè àëãåáðè÷íè óðàâ-íåíèÿ ñ ðàçðåäåíè ñèìåòðè÷íè è ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíè ìàòðèöè. Òîé ñåèçâåæäà, êàòî ìåòîäúò íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñå ïðèëîæè çà òðàíñ�îðìè-ðàíàòà (ïðåîáóñëîâåíà) ñèñòåìà Ãx̃ = b̃, êúäåòî Ã = C− 1

2 AC− 1

2 , x̃ = C
1

2 x,à b̃ = C− 1

2 b. Â àëãîðèòúìà íå å íåîáõîäèìî ÿâíî äà ñå èçïîëçâà ïðåäñòàâÿ-íåòî C = C
1

2 C
1

2 íà ïðåîáóñëîâèòåëÿ (âæ. íàïð., [37℄), òàêà ÷å íà ïðàêòèêàñå ðàáîòè äèðåêòíî ñúñ ñàìàòà ìàòðèöà C . Òåîðåìà 1.2.2 ìîæå äà ñå ïðè-ëîæè çà îïðåäåëÿíå íà ñêîðîñòòà íà ñõîäèìîñò è íà ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå, êàòî òîçè ïúò â îöåíêàòà (1) ó÷àñòâà ñïåêòðàë-íîòî ÷èñëî íà îáóñëîâåíîñò íà ïðåîáóñëîâåíàòà ìàòðèöà, κ = κ(C−1A).Îò îöåíêàòà íà ñêîðîñòòà íà ñõîäèìîñò è êîíñòðóêöèÿòà íà ìåòîäà ñëåäâàñëåäíàòà îáùà ñòðàòåãèÿ çà êîíñòðóèðàíå íà å�åêòèâíè ïðåîáóñëîâèòåëè(âæ. íàïð. [7, 52℄). Öåëòà å ìàòðèöàòà C äà óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíèòå äâåóñëîâèÿ:
• Äà ñúùåñòâóâà å�åêòèâåí àëãîðèòúì çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè ñ ïðå-îáóñëîâèòåëÿ C, ñ èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò ìíîãî ïî-ìàëêà îò ñëîæ-íîñòòà íà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè ñ îðèãèíàëíàòà ìàòðèöà, ò.å.,
N (C−1x) ≪ N (A−1x).

• Îòíîñèòåëíîòî ÷èñëî íà îáóñëîâåíîñò íà ïðåîáóñëîâåíàòà ìàòðèöàäà å ñúùåñòâåíî ïî-ìàëêî îò òîâà íà èçõîäíàòà ìàòðèöà, ò.å.,
κ(C−1A) ≪ κ(A).Äå�èíèöèÿ 1.2.1. Êàçâàìå, ÷å ïðåîáóñëîâèòåëÿò C å îïòèìàëåí, êî-ãàòî N (C−1x) = O(N) è κ(C−1A) = O(1), êúäåòî ñ N å îçíà÷åíà ðàçìåð-íîñòòà íà ñèñòåìàòà.Òàêà íàðå÷åíèÿò îáîáùåí ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿ-íå ïîçâîëÿâà èçïîëçâàíåòî íà ðàçëè÷íè (ïðîìåíÿùè ñå) ïðåîáóñëîâèòåëèíà ðàçëè÷íè èòåðàöèè, âæ. íàïð. [6, 10, 18, 19, 51℄. Îñíîâíàòà ðàçëèêàïî îòíîøåíèå íà ñòàíäàðòíèÿ ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò å, ÷å ïîðàäèïî-îáùèÿ âèä íà ïðåîáóñëîâèòåëÿ, îðòîãîíàëíîñòòà íà íàïðàâëåíèÿòà íà8



òúðñåíå íå å ãàðàíòèðàíà è òðÿáâà äà ñå íàëîæè åêñïëèöèòíî. Êàòî ðåçóë-òàò, îáîáùåíèÿò ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå å ïî-ñêúïîò ñòàíäàðòíèÿ ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå.Â �àçäåë 1.3 å íàïðàâåíî âúâåäåíèå â òåîðèÿòà íà îïòèìàëíèòå àë-ãåáðè÷íè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè. Àëãåáðè÷íèÿò ìíîãîíèâîâ ïðåîáóñëîâèòåë(îò àíãëèéñêè: Algebrai
 MultiLevel Iteration method � AMLI) å îïòèìàëåíïðåîáóñëîâèòåë, ïðåäëîæåí çà ïúðâè ïúò â [16, 17℄ çà ñëó÷àÿ íà åëèï-òè÷íà çàäà÷à, äèñêðåòèçèðàíà ñ êîí�îðìíè ëèíåéíè êðàéíè åëåìåíòè.Ïî-êúñíî ìåòîäúò å îáîáùåí çà íåêîí�îðìíè äèñêðåòèçàöèè, ïðåêúñíàòìåòîä íà �àëüîðêèí, ïðåäëîæåíè ñà è íåëèíåéíè àëãîðèòìè (âæ. íàïð.[22, 23, 24, 34, 40, 42, 45, 46, 47, 50℄ è öèòèðàíèÿòà, ïðåäñòàâåíè òàì).Ìíîãîíèâîâèòå ìåòîäè ïðåäñòàâëÿâàò ðåêóðñèâíî îáîáùåíèå íà ñúîò-âåòíèòå äâóíèâîâè ìåòîäè. Íåêà A å ñèìåòðè÷íà ïîëîæèòåëíî ïîëóîïðå-äåëåíà ìàòðèöà ñúñ ñëåäíîòî áëî÷íî äâå íà äâå ïðåäñòàâÿíå:
A =

[
A11 A12

A21 A22

]
, (2)êúäåòî áëîêúò A11 å íåîñîáåí. Â ñèëà å ñëåäíàòà òî÷íà �àêòîðèçàöèÿ:

A =

[
A11

A21 S

] [
I1 A−1

11 A12

I2

]
, (3)êúäåòî S = A22 − A21A

−1
11 A12 å äîïúëíåíèåòî íà Øóð.�àçëè÷íè òåõíèêè íà ïðåîáóñëàâÿíå ñå îñíîâàâàò íà àïðîêñèìèðàíå íà(íÿêîè îò) áëîêîâåòå â (3). Å�åêòèâíîñòòà íà ïðåîáóñëîâèòåëèòå, îñíîâà-íè íà áëî÷íà �àêòîðèçàöèÿ, ñèëíî çàâèñè îò ñâîéñòâàòà íà ðàçäåëÿíåòî(2), êîåòî ñå õàðàêòåðèçèðà ñ êîíñòàíòàòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íàÊîøè-Áóíÿêîâñêè-Øâàðö (ÊÁØ).Íåêà W = V1×V2 å ðàçäåëÿíå íà âåêòîðíîòî ïðîñòðàíñòâî, ñúãëàñóâàíîïî ðàçìåðíîñò ñ áëî÷íîòî ïðåäñòàâÿíå (2), a vi ∈ Vi, i = 1, 2 è W1 = {v =

[vT
1 ,0T ]T }, W2 = {v = [0T ,vT

2 ]T }.Êîíñòàíòàòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ ñå äå�èíèðà êàòî ìè-íèìàëíàòà ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà γ, óäîâëåòâîðÿâàùà çà âñåêè íåíóëåâè
vi ∈ Vi, i = 1, 2, íåðàâåíñòâîòî

|vT
1 A12v2| ≤ γ

{
vT

1 A11v1 vT
2 A22v2

}1/2
. (4)Ñëåäíèòå òðè ëåìè (âæ. íàïð. [7, 32℄) ñà îñíîâàòà çà èçâåæäàíå íà òåî-ðåòè÷íè îöåíêè íà êîíñòàíòàòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ.Ëåìà 1.3.2. Íåêà A å ñèìåòðè÷íà ïîëîæèòåëíî ïîëóîïðåäåëåíà ìàò-ðèöà, A11 å ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà, à γ å íàé-ìàëêàòà êîíñòàíòà, çàêîÿòî å èçïúëíåíî (4). Òîãàâà: 9



(à) γ ≤ 1.(á) γ = 1 àêî ñúùåñòâóâà w =

[
v1

v2

]
∈ ker(A) çà êîåòî v2 6∈ ker(A22).(â) γ < 1 àêî çà âñÿêî w =

[
v1

v2

]
∈ ker(A) å èçïúëíåíî v2 ∈ ker(A22).(ã) Ïðè ïðåäïîëîæåíèÿòà âúâ (â),

γ = sup
vi∈Vi\ker(Aii), i=1,2

v1
T A12v2

(v1
T A11v1 v2

T A22v2)
1/2

.Ëåìà 1.3.3. Íåêà A å ñèìåòðè÷íà ïîëîæèòåëíî ïîëóîïðåäåëåíà ìàò-ðèöà, èçïúëíÿâàùà óñëîâèåòî (â) îò Ëåìà . Òîãàâà(à)
γ2 = sup

v2∈V2\ker(A22)

v2
T A21A

−1
11 A12v2

v2
T A22v2

. (5)(á) çà âñÿêî v2 ∈ V2 \ ker(A22)

1 − γ2 ≤ v2
T Sv2

vT
2 A22v2

< 1, (6)êúäåòî ëÿâîòî íåðàâåíñòâî å òî÷íî, à äÿñíîòî å òî÷íî, àêî ker(A12) 6=
{0}.Íåêà ïðåäïîëîæèì, ÷å ìàòðèöàòà íà ñèñòåìàòà ìîæå äà ñå ïðåäñòàâèêàòî

A =
∑

E∈E

AE , v =
∑

E∈E

vE , (7)êúäåòî AE ñà ñèìåòðè÷íè ïîëîæèòåëíî ïîëóîïðåäåëåíè ëîêàëíè ìàòðèöè,
E å ìíîæåñòâî îò èíäåêñè, à ñóìèðàíåòî å â ñìèñúë íà àñåìáëèðàíå. Ïî åñ-òåñòâåí íà÷èí ãëîáàëíîòî ðàçäåëÿíå íà âåêòîðíîòî ïðîñòðàíñòâî îïðåäåëÿäâå íà äâå áëî÷íî ïðåäñòàâÿíå íà ëîêàëíèòå ìàòðèöè AE è ñúîòâåòíèòåâåêòîðè vE ,

AE =

[
AE:11 AE:12

AE:21 AE:22

]
, vE =

[
vE:1

vE:2

]
. (8)Ëåìà 1.3.4. Íåêà ëîêàëíèòå ìàòðèöè AE, E ∈ E, óäîâëåòâîðÿâàò óñëî-âèå (â) íà Ëåìà . Íåêà ñúùî òàêà VE:i, i = 1, 2 å åñòåñòâåíàòà ðåñòðèê-öèÿ íà Vi, ïîðîäåíà îò ëîêàëíàòà ìàòðèöà AE. Òîãàâà

γ ≤ max
E∈E

γE < 1 (9)10



êúäåòî ñ γE ñìå îçíà÷èëè ëîêàëíàòà êîíñòàíòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâîíà ÊÁØ, îòãîâàðÿùà íà AE , ò.å.,
γ2

E = sup
vE:2∈VE:2\ker(AE:22)

vT
E:2AE:21A

−1
E:11AE:12vE:2

vT
E:2AE:22vE:2

. (10)Êëàñè÷åñêàòà òåîðèÿ íà îïòèìàëíèòå äâóíèâîâè ìåòîäè çà çàäà÷è, äèñ-êðåòèçèðàíè ñ ÌÊÅ, çà ïúðâè ïúò å ïðåäñòàâåíà â [11, 20℄, âæ. ñúùî [8℄.Îñíîâíàòà çàäà÷à â êîíñòðóèðàíåòî íà äâóíèâîâè ïðåîáóñëîâèòåëè, å äà ñåèçáåðå ïîäõîäÿùî ðàçäåëÿíå íà ìàòðèöàòà íà êîðàâèíà, òàêà ÷å êîíñòàíòà-òà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ äà å äàëå÷ îò åäèíèöà. Îáùèÿò ïîäõîäçà ïîëó÷àâàíå íà áëî÷íî äâå-íà-äâå ïðåäñòàâÿíå íà ìàòðèöàòà íà ñèñòåìàòàñå áàçèðà íà äå�èíèðàíåòî íà äâå âëîæåíè êðàéíî-åëåìåíòíè ïðîñòðàíñ-òâà VH ⊂ Vh, ñúîòâåòñòâàùè íà ïîñëåäîâàòåëíè ðàâíîìåðíè ñãúñòÿâàíèÿíà ìðåæàòà.Íåêà T0 ⊂ T1 ⊂ ... ⊂ Tℓ ñà òðèàíãóëàöèè, ïîëó÷åíè ÷ðåç ïîñëåäîâàòåëíîðàâíîìåðíî ñãúñòÿâàíå íà äàäåíà íà÷àëíà ìðåæà T0, ñ áðîé íà âúçëèòåñúîòâåòíî N0 < N1 < ... < Nℓ. Ùå èçïîëçâàìå ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ: C(k) åïðåîáóñëîâèòåë íà êðàéíî-åëåìåíòíà ìàòðèöà A(k), ñúîòâåòñòâàùà íà ìðå-æàòà Tk, ïîëó÷åíà ñëåä k ðà�èíèðàíèÿ íà T0, (0 ≤ k ≤ ℓ). Ìàòðèöèòå
Ã(k) ñà éåðàðõè÷íè ìàòðèöè íà íèâî k, ïîëó÷åíè ñ ïîìîùòà íà äâóíèâîâèéåðàðõè÷íè òðàíñ�îðìàöèè äå�èíèðàíè îò ðàçðåäåíè ìàòðèöè J (k), ò.å.,
Ã(k) = J (k)A(k)(J (k))T =

[
Ã

(k)
11 Ã

(k)
12

Ã
(k)
21 Ã

(k)
22

] Öåëòà å äà ñå ïîñòðîè ïðåîáóñëîâè-òåë C(ℓ) çà ìàòðèöàòà A(ℓ) := Ah íà íàé-�èíàòà ìðåæà.Êîíñòðóêöèÿòà íà AMLI ìåòîäà å ðåêóðñèâíà, êàòî C(0) := A(0). ÍåêàAMLI ïðåîáóñëîâèòåëÿò íà íèâî k − 1 å C(k−1), òîãàâà C(k) íà íèâî k ñåäå�èíèðà êàòî
C(k) := (J (k))−1

[
C

(k)
11 0

Ã
(k)
21 Z(k−1)

][
I
(k)
1 (C

(k)
11 )−1Ã

(k)
12

0 I
(k)
2

]
(J (k))−T , (11)êúäåòî ðàçðåäåíàòà ìàòðèöà C

(k)
11 å ïîäõîäÿùà àïðîêñèìàöèÿ íà âîäåùèÿäèàãîíàëåí áëîê Ã

(k)
11 . Ïðè ëèíåéíèÿò AMLI ìåòîä äîïúëíåíèåòî íà Øóðñå àïðîêñèìèðà ÷ðåç

Z(k−1) := A(k−1)
(
I − Pβk

(C(k−1)−1
A(k−1))

)−1

, (12)êúäåòî Pβk
å ïîëèíîì îò ñòåïåí βk ñúñ ñâîéñòâîòî Pβk

(0) = 1. Ìîæå äà ñåïîêàæå, ÷å (12) å åêâèâàëåíòíî íà
Z(k−1)−1

= C(k−1)−1
Qβk−1

(A(k−1)C(k−1)−1
) (13)11



êúäåòî ïîëèíîìúò Qβk−1
å îò ñòåïåí k − 1.Íåêà êîíñòàíòèòå γk â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ, ñúîòâåòñòâàùèíà íèâàòà íà ñãúñòÿâàíå íà ìðåæàòà 1 ≤ k < ℓ, ñà ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíèîò ÷èñëîòî γ < 1, ò.å. γk ≤ γ. Ñëåäíîòî äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà îïòèìàëíîñòíà ëèíåéíèÿ AMLI ìåòîä å â ñèëà çà ñòåïåíòà βk = β íà ñòàáèëèçèðàùèÿïîëèíîì (âæ. íàïð. [17, 18℄, êàêòî è [42℄):

1√
1 − γ2

< β < ρ, (14)êúäåòî ρ = min
k

Nk

Nk−1
. Àêî íåðàâåíñòâàòà (14) ñà èçïúëíåíè, òî ñúùåñòâó-âà ïîëèíîì Pβ , òàêà ÷å ñúîòâåòíèÿò ëèíååí AMLI ìåòîä èìà îïòèìàëíàñêîðîñò íà ñõîäèìîñò è îïòèìàëíà èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò.Íåêà çà ñèìåòðè÷íèòå ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíè ìàòðèöè C

(k)
11 å èçïúë-íåíî óñëîâèåòî

vT Ã
(k)
11 v ≤ vT C

(k)
11 v ≤ (1 + ξ)vT Ã

(k)
11 v, çà âñÿêî v. (15)Òîãàâà, çà ñëó÷àÿ β = 2, êîå�èöèåíòèòå q0 è q1 íà ïîëèíîìà Q1(y) =

q0 + q1y ñ îïòèìàëíè ñòàáèëèçèðàùè ñâîéñòâà â AMLI W-öèêúëà, ìîãàòäà ñå ïðåñìåòíàò ïî ñëåäíèòå �îðìóëè (âæ. íàïð. [17, 35℄):
q0 =

2

ω
, q1 =

−1

1 − γ2 + ξ(1 − 2ω)
, ω =

√
1 + ξ + ξ2 − γ2 − ξ. (16)Ïðè êîíñòðóèðàíå íà AMLI ìåòîäè âàæíà ðîëÿ èãðàÿò ñëåäíèòå äâààñïåêòà:(à) �àâíîìåðíà îöåíêà íà êîíñòàíòàòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ

γ < 1, êîÿòî îïðåäåëÿ êà÷åñòâîòî íà äâóíèâîâèòå ðàçäåëÿíèÿ ïî íèâàè å íåîáõîäèìà çà êîíñòðóèðàíå íà ñòàáèëèçèðàùèÿ ïîëèíîì;(á) Èçáîð íà ïîäõîäÿùè ïðåîáóñëîâèòåëè C
(k)
11 çà âîäåùèòå äèàãîíàëíèáëîêîâå Ã

(k)
11 , êîéòî âëèÿå êàêòî íà îòíîñèòåëíîòî ÷èñëî íà îáóñëî-âåíîñò, òàêà è íà îáùàòà èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò.Â [17℄ å ïîêàçàíî, ÷å îòíîñèòåëíîòî ÷èñëî íà îáóñëîâåíîñò íà AMLIìåòîäà óäîâëåòâîðÿâà îöåíêàòà:

κ(C(l)−1
A(l)) ≈ (1 + ξ)/(1 − γ2). (17)Îñâåí ñ ïîìîùòà íà ìàòðè÷åí ïîëèíîì, ñòàáèëèçàöèÿ ìîæå äà áúäåïîñòèãíàòà è ÷ðåç ïðèëàãàíå íà îïðåäåëåí áðîé âúòðåøíè èòåðàöèè. Çàðàçëèêà îò ñòàíäàðòíèÿ ëèíååí AMLI, ïîëó÷åíèÿò ïî òîçè íà÷èí ìåòîä íå12



âêëþ÷âà íåîáõîäèìîñòòà îò îïðåäåëÿíå íà ïàðàìåòðè, íî âîäè äî íåëèíååíàëãîðèòúì ñ ïðîìåíëèâî ïðåîáóñëàâÿíå. �àçãëåæäàíèÿò â äèñåðòàöèÿòàíåëèíååí AMLI àëãîðèòúì (âæ. ñúùî [19, 15, 54℄), èçâåñòåí êàòî NLAMLI,å ïðåäñòàâåí, íàïðèìåð, â [42, 40℄.�ëàâà 2. Ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà ëèíåéíè ïàðàáîëè÷íèçàäà÷è�àçãëåæäàìå ïàðàáîëè÷íàòà çàäà÷à
∂

∂t
u(x, t) −∇ · (a(x)∇u(x, t)) = f(x, t) (x, t) ∈ Ω × [0, T ],

u(x, 0) = u0(x) x ∈ Ω,
u(x, t) = 0 x ∈ ΓD, (a(x)∇u(x, t)) · n = 0 x ∈ ΓN ,

(18)êúäåòî Ω ∈ R2 å ìíîãîúãúëíà îáëàñò, f ∈ L2(Ω), a(x) å îãðàíè÷åíà, ñèìåò-ðè÷íà ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà ìàòðèöà ñ íà ÷àñòè ãëàäêè �óíêöèè aij(x)âúðõó Ω = Ω ∪ ∂Ω.Ñëåä äèñêðåòèçàöèÿ ÷ðåç ÌÊÅ è θ-ìåòîä, íà âñÿêà ñòúïêà ïî âðåìåòî
tn ∈ [0, T ], t0 = 0, tn = tn−1 + ∆t òúðñèì ïðèáëèæåíè ðåøåíèÿ un íà äèñê-ðåòèçèðàíàòà ïàðàáîëè÷íà çàäà÷à (18) êàòî ðåøåíèÿ íà ëèíåéíè ñèñòåìèâúâ âèäà:

(M + ∆t(1 − θ)K)un = gn, (19)êúäåòî äÿñíàòà ÷àñò çàâèñè îò ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå, ïðåñìåòíàòî íàïðåäõîäíà ñòúïêà ïî âðåìåòî. Â ñòðóêòóðàòà íà ìàòðèöàòà íà ñèñòåìà-òà íà äèñêðåòíàòà ïàðàáîëè÷íà çàäà÷à ó÷àñòâàò ìàòðèöà íà êîðàâèíà K èìàòðèöà íà ìàñàòà M . Ïðåäëîæåíèòå â äèñåðòàöèÿòà ìíîãîíèâîâè ìåòîäèçà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè îò òîçè âèä, ïîëó÷åíè ïðè äèñêðåòèçàöèÿ ñ êðàé-íè åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð, ñå îñíîâàâàò íà òàêà íàðå÷åíèòå �di�eren
esand aggregates� � DA (�ðàçëèêè è àãðåãàòè�) è ��rst redu
e� � FR (�ïúð-âîíà÷àëíî èçêëþ÷âàíå�) òåõíèêè çà äâóíèâîâè éåðàðõè÷íè ðàçäåëÿíèÿ çàåëèïòè÷íè çàäà÷è. Òåçè òåõíèêè ñà ïðåäñòàâåíè çà ïúðâè ïúò â [23℄ è [24℄,à ïî-êúñíî ñà äîðàçâèòè â [43℄.Â �àçäåë 2.4 îáîáùàâàìå éåðàðõè÷íîòî DA ðàçäåëÿíå çà ñëó÷àÿ íà ìíî-ãîíèâîâî ïðåîáóñëàâÿíå íà ïàðàáîëè÷íè çàäà÷è. Ïðè íåêîí�îðìíèòå êðàé-íè åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð ñòåïåíèòå íà ñâîáîäà ñå àñîöèèðàò ñúñ ñðåäè-òå íà ñòðàíèòå íà êðàéíèòå åëåìåíòè. Ïî ïîñòðîåíèå, êðàéíî-åëåìåíòíèòåïðîñòðàíñòâà, ñúîòâåòñòâàùè íà ïîñëåäîâàòåëíîñò îò âëîæåíè òðèàíãóëà-öèè Tℓ, 1 ≤ k ≤ ℓ, ïîëó÷åíè ÷ðåç ðàâíîìåðíî ñãúñòÿâàíå, íå ñà âëîæåíè.Éåðàðõè÷íèòå òðàíñ�îðìàöèîííè ìàòðèöè J
(k)
DA äå�èíèðàìå íà ìàêðîå-ëåìåíòíî íèâî, êàòî ìàêðîåëåìåíòúò ñå äå�èíèðà êàòî ñúâêóïíîñòòà îòòðèúãúëíèòå êðàéíè åëåìåíòè, ïîëó÷åíè ïðè ðàâíîìåðíî ðà�èíèðàíå íàåëåìåíò îò ãðóáàòà ìðåæà, âæ. Ôèãóðà 1.13



Ôèãóðà 1: Ìàêðîåëåìåíò E, êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàðÍåêà ñ {M (k)
E }E∈Tk

è {K(k)
E }E∈Tk

îçíà÷èì ìàêðîåëåìåíòíèòå ìàòðèöèíà ìàñà è êîðàâèíà, ñúîòâåòñòâàùè íà äèñêðåòèçàöèÿ íà çàäà÷àòà âúðõóìðåæàòà Tk íà íèâî íà ñãúñòÿâàíå k, à ãëîáàëíèòå ìàòðèöè ñå àñåìáëèðàòêàòî
M (k) =

∑

E∈Tk

M
(k)
E , K(k) =

∑

E∈Tk

K
(k)
E , A(k) = M (k) + ∆t(1 − θ)K(k).Çà äàäåí ìàêðîåëåìåíò E ∈ Tk ñ íîìåðàöèÿ íà âúçëèòå îò ðà�èíèðà-íàòà ìðåæà îò 1 äî 9, êàêòî å ïîêàçàíî íà Ôèãóðà 1, ëîêàëíàòà òðàíñ�îð-ìàöèîííà ìàòðèöà J

(k)
DA;E çà DA ìåòîäà ñå äå�èíèðà êàòî:

J
(k)
DA;E =




1
1

1
1 −1

1 −1
1 −1

1 1 1
1 1 1

1 1 1




. (20)Éåðàðõè÷íàòà ìàòðèöà íà ìàñàòà èìà âèäà
M̂ (k) = J

(k)
DAM (k)(J

(k)
DA)T =

∑

E∈Tk

J
(k)
DA;EM

(k)
E (J

(k)
DA;E)T =

[
M̂

(k)
11 M̂

(k)
12

M̂
(k)
21 M̂

(k)
22

]
,(21)êúäåòî M̂

(k)
22 ñå àñîöèèðà ñ íåèçâåñòíèòå îò ïî-ãðóáàòà ìðåæà. Ñ ïîìîùòàíà Ëåìà 1.3.3 è Ëåìà 1.3.4, â äèñåðòàöèÿòà ïîêàçâàìå ñëåäíàòà îöåíêà çàêîíñòàíòàòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ çà DA ðàçäåëÿíå çà ãëîáàë-íàòà ìàòðèöà íà ìàñàòà

γ2
M ≤ 1

2
. (22)Â [23℄ å ïîêàçàíà îöåíêàòà γ2

K ≤ 3
4 çà êîíñòàíòàòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâîíà ÊÁØ çà DA ðàçäåëÿíå çà ãëîáàëíàòà ìàòðèöà íà êîðàâèíà. Ñ ïîìîùòà14



íà òåçè îöåíêè ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå ðåçóëòàòè çà äâóíèâîâîòî DA ðàçäå-ëÿíå çà ìàòðèöàòà íà äèñêðåòíàòà ïàðàáîëè÷íà çàäà÷à,
Â(k) = J

(k)
DAA(k)(J

(k)
DA)T =

[
Â

(k)
11 Â

(k)
12

Â
(k)
21 Â

(k)
22

]
. (23)Òåîðåìà 2.4.1. Ïðè ïðèëàãàíå íà DA òðàíñ�îðìàöèÿ, çà ðàçäåëÿíåòî(23) ñà â ñèëà íåðàâåíñòâàòà:

1

4
(M (k−1) + ∆t(1 − θ) 4K(k−1)) ≤ Ŝ

(k)
A ≤ (M (k−1) + ∆t(1 − θ) 4K(k−1)),êúäåòî Ŝ

(k)
A = Â

(k)
22 − Â

(k)
21 Â

(k)−1

11 Â
(k)
12 å äîïúëíåíèå íà Øóð íà éåðàðõè÷íàòàìàòðèöà Â(k). Òîçè ðåçóëòàò å ðàâíîìåðåí ïî îòíîøåíèå íà ñêîêîâå íàêîå�èöèåíòè è ìðåæîâà è êîå�èöèåíòíà àíèçîòðîïèÿ.Ñëåäñòâèå 2.4.1. Ñëåäíîòî ñïåêòðàëíî îòíîøåíèå å â ñèëà, ðàâíîìåðíîîòíîñíî ñêîêîâå íà êîå�èöèåíòè, ìðåæîâà è êîå�èöèåíòíà àíèçîòðî-ïèÿ:

1

2
A(k−1) ≤ Ŝ

(k)
A ≤ 4A(k−1).Ïðåäñòàâåíèÿò àíàëèç ïîêàçâà äâà âúçìîæíè íà÷èíà çà êîíñòðóèðà-íå íà AMLI ïðåîáóñëîâèòåë. Ïðè ïúðâèÿ ïîäõîä òåêóùîòî äîïúëíåíèå íàØóð Ŝ

(k)
A ñå àïðîêñèìèðà ÷ðåç ìîäè�èöèðàíàòà ìàòðèöàA

(k−1)
= M (k−1)+

4ℓ−k+1∆t(1−θ)K(k−1). Â òîçè ñëó÷àé, ïðè èçïîëçâàíå íà ïîëèíîìèàëíà ñòà-áèëèçàöèÿ, ëèíåéíèÿò AMLI ïðåîáóñëîâèòåë C(k), âæ. (11), ñå äå�èíèðàïîñðåäñòâîì ñòàáèëèçèðàù ïîëèíîì âúâ âèäà
Z(k−1) = A

(k−1)
(
I − P k

βk
(C(k−1)−1

A
(k−1)

)
)−1

.Ïðè âòîðèÿ âúçìîæåí ïîäõîä äèðåêòíî ñå èçïîëçâà ìàòðèöàòà íà ñèñòåìà-òà A(k−1) è äîïúëíåíèåòî íà Øóð ñå ïðèáëèæàâà ÷ðåç
Z(k−1) = A(k−1)

(
I − P k

βk
(C(k−1)−1

A(k−1))
)−1

.�àçäåë 2.5 å ïîñâåòåí íà îáîáùåíèå è ñðàâíåíèå íà ðîáàñòíè ïðåîáóñëî-âèòåëè çà ïàðàáîëè÷íè çàäà÷è, äèñêðåòèçèðàíè ñ ïîìîùòà íà êîí�îðìíèè íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè. �àçãëåæäàíèòå AMLI ìåòîäè ñå õàðàê-òåðèçèðàò îò êîíñòàíòàòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ çà èçáðàíîòîéåðàðõè÷íî ðàçäåëÿíå. Çà öåëèòå íà ñðàâíåíèåòî ðàçãëåæäàìå ñèñòåìíàìàòðèöà â ñëåäíèÿ (ñêàëèðàí) âèä
A = ζM + K =

∑

E∈T

AE =
∑

E∈T

(ζME + KE) (24)15



êúäåòî ζ > 0 å ïàðàìåòúð, ñúîòâåòñòâàù íà èçáîðà íà ïàðàìåòðèòå ∆t è θïðè äèñêðåòèçàöèÿòà ïî âðåìåòî.(i) Íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð, DA ðàçäåëÿíå:Çà ëîêàëíèòå (ìàêðîåëåìåíòíè) êîíñòàíòè íà ÊÁØ çà éåðàðõè÷íèòå ìàò-ðèöà íà êîðàâèíà K̂E = JDA;EKE(JDA;E)T è ìàòðèöà íà ìàñà M̂E =
JDA;EME(JDA;E)T â ñëó÷àÿ íà íåêîí�îðìíè äèñêðåòèçàöèè ñ êðàéíè åëå-ìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð ñà â ñèëà îöåíêèòå

γ2
K;E ≤ 3

4
, γ2

M ;E =
1

2
.Ïîêàçâàìå, ÷å ïðè ðàçãëåæäàíàòà éåðàðõè÷íà òðàíñ�îðìàöèÿ, å â ñèëà

γA;E ≤ max{γM ;E , γK;E}, êúäåòî ÂE = JDA;EAE(JDA;E)T = ζM̂E + K̂Eå ëîêàëíàòà ìàêðîåëåìåíòíà ìàòðèöà. Òîãàâà, ñ ïîìîùòà íà Ëåìà 1.3.4,ïîëó÷àâàìå ðàâíîìåðíàòà îòíîñíî ìðåæîâà è êîå�èöèåíòíà àíèçîòðîïèÿîöåíêà
γ2

A ≤ 3

4
(25)çà êîíñòàíòàòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ çà DA ðàçäåëÿíå íà ìàò-ðèöàòà (24) ïðè äèñêðåòèçàöèÿ ñ íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè.(ii) Íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð, FR ðàçäåëÿíå:Â òîçè ñëó÷àé ñà â ñèëà ñëåäíèòå ðàâíîìåðíè îöåíêè çà ëîêàëíèòå êîíñ-òàíòè íà ÊÁØ çà ìàêðîåëåìåíòíèòå ìàòðèöè íà ìàñà è íà êîðàâèíà,

γ2
M ;E = 0, γ2

K;E <
3

4
.(iii) Êîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè íà Êóðàíò:Ñëåäíèòå îöåíêè ñà â ñèëà çà ëîêàëíèòå êîíñòàíòè íà ÊÁØ çà ñëó÷àÿíà äâóíèâîâî ðàçäåëÿíå íà ìàòðèöèòå íà êîðàâèíà è ìàñà ïðè äèñêðåòè-çàöèÿ ñ ëèíåéíè êîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè, âæ. íàïð. [49℄.

γ2
K;E ≤ 3

4
, γ2

M ;E =
9

10
.Â ñèëà å îöåíêàòà γ2

A ≤ γ2
A;E ≤ max

{
γ2

K;E , γ2
M ;E

}
, îò êúäåòî

γ2
A ≤ 9

10
. (26)Îöåíêàòà å ðàâíîìåðíà îòíîñíî ìðåæîâà è êîå�èöèåíòíà àíèçîòðîïèÿ.Äîñòàòú÷íîòî óñëîâèå çà îïòèìàëíîñò íà AMLI ìåòîäà (14) íå å èç-ïúëíåíî, àêî γ2 > 8

9 . Êàêòî ñå âèæäà îò îöåíêàòà (26), ïðè äâóíèâîâî16



(à) (α1, α2, α3) = (60o, 60o, 60o) (á) (α1, α2, α3) = (6o, 6o, 168o)Ôèãóðà 2: Êîíñòàíòàòà íà ÊÁØ çà AE = ζME + KE êàòî �óíêöèÿ íàïðîèçâåäåíèåòî íà ïàðàìåòúðà ζ è ëèöåòî íà êðàéíèÿ åëåìåíò |e|ðàçäåëÿíå â ñëó÷àÿ íà êîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè, òîâà ìîæå äà ñå ñëó-÷è çà îïðåäåëåíè ñòîéíîñòè íà êîå�èöèåíòà ζ â (24), êîéòî â îáùèÿ ñëó÷àéå ïðîïîðöèîíàëåí íà 1

∆t
.Â ñëó÷àÿ íà DA ðàçäåëÿíå, óñëîâèåòî çà îïòèìàëíîñò (14) å óäîâëåòâî-ðåíî çà ñòåïåí íà ñòàáèëèçèðàùèÿ ïîëèíîì β = 3. ×èñëåíèòå åêñïåðèìåí-òè, âêëþ÷åíè â �àçäåë 2.6, ïîêàçâàò, ÷å ñòàáèëèçàöèÿ ìîæå äà ñå ïîñòèãíåè çà β = 2, êàêòî ïðè DA, òàêà è ïðè FR ðàçäåëÿíå. Åäíî âúçìîæíî îáÿñíå-íèå çà òåçè ðåçóëòàòè å, ÷å ðåàëíàòà ñòîéíîñò íà γA çà ñúñòàâíàòà ìàòðèöàå ïî-ìàëêà. ò.å. îöåíêàòà (25) íå ñå äîñòèãà.Ôèãóðà 2 ïðåäñòàâÿ ÷èñëåíî èçñëåäâàíå íà ïîâåäåíèåòî íà êîíñòàíòàòàâ óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ çà ìàòðèöàòà AE = ζME + KE êàòî�óíêöèÿ íà ïðîèçâåäåíèåòî íà ïàðàìåòúðà ζ è ëèöåòî íà êðàéíèÿ åëåìåíò

|e| îò åäíà ñòðàíà, è ìðåæîâàòà àíèçîòðîïèÿ îò äðóãà ñòðàíà. Îçíà÷àâàìåñ γCR
DA;E , γCR

FR;E è γC
E ìàêðîåëåìåíòíèòå êîíñòàíòè íà ÊÁØ, ñúîòâåòñòâàùèíà ðàçäåëÿíèÿòà â ñëó÷àèòå (i), (ii) è (iii).Íåêà ïðèïîìíèì, ÷å ìðåæîâàòà àíèçîòðîïèÿ ñå îïèñâà ïîñðåäñòâîì úã-ëèòå (α1, α2, α3) íà òðèúãúëíèòå êðàéíè åëåìåíòè. Â äèñåðòàöèÿòà ñà ðàçã-ëåäàíè íÿêîëêî ñëó÷àÿ íà èçáîð íà òåçè úãëè, à íà Ôèãóðà 2 ñà èçîáðàçåíèãðà�èêèòå íà γ2 = {(γC

E )2, (γCR
DA;E)2, (γCR

FR;E)2} êàòî �óíêöèè íà ζ|e| çà äâàèçáîðà íà (α1, α2, α3).Êîíñòàíòàòà γCR
FR;E â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ çà FR ðàçäåëÿíåå íàé-ìàëêàòà âúâ âñè÷êè ðàçãëåæäàíè â äèñåðòàöèÿòà ñëó÷àè. Ïðè ñðàâ-íåíèå íà γC

E è γCR
DA;E ñå âèæäà, ÷å êîíñòàíòàòà íà ÊÁØ çà êîí�îðìíèåëåìåíòè èìà ïî-äîáðî ïîâåäåíèå çà ìàëêè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòúðà ζ|e|17



è ñëó÷àè íà ïî-ìàëêà ìðåæîâà àíèçîòðîïèÿ. Îáùî íàáëþäåíèå å, ÷å ïðå-äèìñòâàòà íà íåêîí�îðìíèòå êðàéíè åëåìåíòè ñà äîáðå èçðàçåíè â ñëó÷àÿíà íàé-ñèëíà ìðåæîâà àíèçîòðîïèÿ.Â �àçäåë 2.6 äå�èíèðàìå äâå çàäà÷è, ÷ðåç êîèòî ÷èñëåíî èçñëåäâàìå ïî-âåäåíèåòî íà ïðåäëîæåíèòå ìíîãîíèâîâè ïðåîáóñëîâèòåëè çà ïàðàáîëè÷íèçàäà÷è. Ïúðâàòà çàäà÷à öåëè äà èëþñòðèðà âúçäåéñòâèåòî íà ìðåæîâàòààíèçîòðîïèÿ âúðõó ñõîäèìîñòòà íà èòåðàöèîííèòå ìåòîäè çà ðåøàâàíå íàðàçãëåæäàíèòå ñèñòåìè, à âòîðàòà äåìîíñòðèðà ïîâåäåíèåòî íà ìíîãîíèâî-âèòå ìåòîäè ïðè ðåøàâàíå íà íåñòàöèîíàðíà çàäà÷à ñ ïðåêúñíàòî íà÷àëíîóñëîâèå.Â ÷èñëåíèòå åêñïåðèìåíòè ðàçãëåæäàìå AMLI ïðåîáóñëîâèòåë áåç ñòà-áèëèçàöèÿ (V-öèêúë) è íåëèíååí AMLI (NLAMLI) ñ áðîé âúòðåøíè èòå-ðàöèè ñ îáîáùåí ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå βk = 2è 3 íà âñÿêî íèâî k (W-öèêúë îò ñòåïåí 2 è 3). Èçïîëçâàìå íåëèíåéíèÿAMLI ìåòîä ïîðàäè ñëåäíèòå ñúîáðàæåíèÿ. Îò åäíà ñòðàíà íå ðàçïîëàãà-ìå ñ îöåíêà íà êîíñòàíòàòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ çà ñëó÷àÿ íàFR ðàçäåëÿíå íà ìàòðèöàòà íà ñèñòåìàòà çà ïàðàáîëè÷íà çàäà÷à. Èçâåñòíîå îáà÷å (âæ. íàïð. [43℄), ÷å çà åëèïòè÷íè çàäà÷è FR ïîäõîäúò ïðèòåæàâàïî-äîáðà ñõîäèìîñò îò DA ìåòîäà, êîåòî íè äàâà îñíîâàíèå äà î÷àêâàìåïîäîáíî ïîâåäåíèå è çà ñëó÷àÿ íà ïàðàáîëè÷íè çàäà÷è. Ñúùî òàêà, òðÿáâàäà ñå âçåìå ïîä âíèìàíèå, ÷å FR ïðåîáóñëîâèòåëèòå ïîäîáðÿâàò ñâîéñòâàòàñè ïðè óâåëè÷àâàíå íà áðîÿ íà íèâàòà â AMLI ìåòîäà. Âúç îñíîâà íà Òåîðå-ìà 2.4.1, DA ïðåîáóñëîâèòåëÿò ïðèòåæàâà ãàðàíòèðàíà îïòèìàëíà ñêîðîñòíà ñõîäèìîñò ïðè èçïîëçâàíå íà ñòàáèëèçèðàù ïîëèíîì îò òðåòà ñòåïåí,íî â ïðîâåäåíèòå åêñïåðèìåíòè ðàçãëåæäàìå ñúùî òàêà è ñòàáèëèçàöèÿñàìî ñ äâå âúòðåøíè èòåðàöèè. Åòî çàùî, èçïîëçâàíåòî íà ñàìîðåãóëèðà-ùèÿ ñå íåëèíååí AMLI ìåòîä ñ àäàïòèâíî ïðåîáóëñëàâÿíå ïî íèâà, êîéòîäà ïîçâîëè óñâîÿâàíåòî íà ïúëíèÿ ïîòåíöèàë íà éåðàðõè÷íîòî ðàçäåëÿíå,å çà ïðåäïî÷èòàíå. Ñèñòåìèòå ñ âîäåùèòå äèàãîíàëíè áëîêîâå ñå ðåøàâàòïðèáëèæåíî ÷ðåç âúòðåøíè èòåðàöèè íà ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñàäèòèâåí ïðîåîáóñëîâèòåë, ïðåäñòàâåí â �àçäåë 2.3.Ìðåæîâàòà àíèçîòðîïèÿ, ïîðîäåíà îò �îðìàòà íà òðèúãúëíèòå åëåìåí-òè, âîäè äî äîïúëíèòåëíà ëîøà îáóñëîâåíîñò íà ìàòðèöàòà íà êîðàâèíà,êîåòî âëèÿå âúðõó ñõîäèìîñòòà íà V-öèêúëà çà ñèñòåìè ñ K. Â ñúîòâåòñ-òâèå ñ òåîðåòè÷íèòå îöåíêè, ïðè èçïîëçâàíå íà ñòàáèëèçàöèÿ â äâàòà âà-ðèàíòà íà W-öèêúë, áðîÿò íà èòåðàöèèòå íå ñå âëèÿå ñúùåñòâåíî îò �ëî-øàòà� ìðåæà. Ìàòðèöàòà íà ìàñàòà çà êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàðå äèàãîíàëíà, ïîðàäè êîåòî ìàòðèöàòà íà ñèñòåìàòà çà äèñêðåòèçèðàíàòàïàðàáîëè÷íà çàäà÷à å ïî-ñèëíî äèàãîíàëíî äîìèíèðàùà îò ìàòðèöàòà íàñèñòåìàòà â ñëó÷àé íà åëèïòè÷íà çàäà÷à. Ñðàâíåíèå íà ðåçóëòàòèòå ÿñíîïîêàçâà âëèÿíèåòî íà òîçè å�åêò. W-öèêëèòå çà ïàðàáîëè÷íàòà ñèñòåìà ñåñòàáèëèçèðàò çà ïî-ìàëúê áðîé èòåðàöèè. V-öèêúëúò çà òîçè ñëó÷àé ñúùî18



èìà ïî-äîáðè ñâîéñòâà. Ñðàâíåíèåòî íà DA è FR ïðåîáóñëîâèòåëèòå ïîêàç-âà, ÷å FR ìåòîäúò èìà ñúùàòà èëè ïî-äîáðà ñêîðîñò íà ñõîäèìîñò ñïðÿìîòàçè íà DA ìåòîäà çà ïàðàáîëè÷íàòà çàäà÷à. Ñëó÷àÿò íà W-öèêúë ñ òðèâúòðåøíè èòåðàöèè, êàêòî è òîçè ñ äâå, ïîêàçâàò îïòèìàëíî ïîâåäåíèåè çà äâàòà ðàçãëåæäàíè âàðèàíòà íà éåðàðõè÷íî ðàçäåëÿíå. �åçóëòàòèòåïîòâúðæäàâàò ïðåäïîëîæåíèåòî, ÷å FR ïðåîáóñëîâèòåëÿò å îïòèìàëåí èçà ïàðàáîëè÷íàòà çàäà÷à.�åçóëòàòèòå, ïîëó÷åíè ïðè ðåøàâàíå íà íåñòàöèîíàðíà çàäà÷à ñ ïðåêúñ-íàòî íà÷àëíî óñëîâèå, ñúîòâåòñòâàò íà ñâîéñòâàòà íà �èçè÷íîòî ÿâëåíèå.ßñíî ñå íàáëþäàâà òèïè÷íîòî çà åâîëþöèîííè óðàâíåíèÿ èçãëàæäàíå íàíà÷àëíîòî óñëîâèå.�ëàâà 3. Ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà ãðà�-ëàïëàñèàíè ñ òåã-ëàÂ �àçäåë 3.1 å ïðåäñòàâåíà ïîñòàíîâêà íà åëèïòè÷íà çàäà÷à â ñìåñåíà�îðìà çà âåêòîðíàòà �óíêöèÿ íà ñêîðîñòòà è ñêàëàðíàòà �óíêöèÿ íà íàëÿ-ãàíåòî. Ñìåñåíèÿò ìåòîä íà êðàéíèòå åëåìåíòè âîäè äî çàäà÷à ñúñ ñåäëîâàòî÷êà. Ìàòðèöàòà íà äèñêðåòíàòà ñèñòåìà îò ëèíåéíè àëãåáðè÷íè óðàâíå-íèÿ å îñîáåíà è äèðåêòíîòî ïðèëîæåíèå íà ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíòíå å âúçìîæíî. �àçãëåæäàìå äèñêðåòèçàöèÿ ñ êîìáèíàöèÿ îò íåêîí�îðì-íè êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð è íà ÷àñòè êîíñòàíòè. Â òîçè ñëó÷àéíåèçâåñòíèòå íà ñêîðîñòèòå ìîãàò äà áúäàò èçêëþ÷åíè òî÷íî è çàäà÷àòà ñåñâåæäà äî çàäà÷à çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìà çà íàëÿãàíåòî.Âèäúò íà ìàòðèöàòà íà ñèñòåìàòà çà íàëÿãàíåòî å èçâåäåí â �àçäåë 3.2,êàòî òÿ èìà ñòðóêòóðà íà ãðà�-ëàïëàñèàí ñ òåãëà. Â ñëåäâàùèòå ðàçäå-ëè ðàçãëåæäàìå ñëó÷àÿ íà âëîæåíè ìðåæè Tk, k = 0, . . . , ℓ îò ðàâíîáåä-ðåíè ïðàâîúãúëíè òðèúãúëíèöè, êàòî âñÿêà ïî-�èíà ìðåæà å ïîëó÷åíà÷ðåç ðàâíîìåðíî ñãúñòÿâàíå íà ïðåäõîäíàòà. Çà âñÿêà òàêàâà òðèàíãóëà-öèÿ, ìàòðèöàòà íà ñèñòåìàòà A(k), k = 1, . . . , ℓ ñúîòâåòñòâà íà Ò-îáðàçíèÿ÷åòèðèòî÷êîâ øàáëîí îò Ôèãóðà 3.Â �àçäåë 3.3 ïðåäëàãàìå ñåìåéñòâî éåðàðõè÷íè ðàçäåëÿíèÿ çà ìàòðè-öàòà A(k), îñíîâàíè íà ïðåäñòàâÿíåòî �è êàòî ñóìà îò ñïåöèàëíî âúâåäåíèëîêàëíè ìàêðîåëåìåòíè ìàòðèöè A
(k)
ε , ε ∈ E , àñîöèèðàíè ñúñ ñòðàíè íà åëå-ìåíòè îò ãðóáàòà ìðåæà. Ñëåäâàéêè íîìåðàöèÿòà îò Ôèãóðà 4, âúâåæäàìåëîêàëíà ìàêðîåëåìåíòíà ìàòðèöà A

(k)
ε , ñúîòâåòñòâàùà íà õèïîòåíóçà, ïî
19



−1

−1

−2

4

Ôèãóðà 3: ×åòèðèòî÷êîâ øàáëîí íà äîïúëíåíèåòî íà Øóð çà íàëÿãàíåòîñëåäíèÿ íà÷èí
A(k)

ε = A
(k)
ε;H =




t + 1 −2t t−1
2

t−1
2

−2t 2t
t−1
2

5−t
2 −2

t−1
2

5−t
2 −2

t + 1 −2t t−1
2

t−1
2

−2t 2t

−2 t−1
2

5−t
2

−2 t−1
2

5−t
2




. (27)
Ëîêàëíèòå ìàòðèöè, ñúîòâåòñòâàùè íà êàòåò, äå�èíèðàìå ïî ïîäîáåí íà-÷èí. Îñíîâíà èäåÿ â òàçè êîíñòðóêöèÿ å êîìïîíåíòèòå íà ãëîáàëíàòà ìàò-ðèöà A(k), ñúîòâåòñòâàùè íà äàäåí åëåìåíò e ∈ Tk, äà áúäàò "ðàçïðåäåëå-íè"ìåæäó òðè ëîêàëíè ìàòðèöè, ñúîòâåòñòâàùè íà òðèòå ñòðàíè íà åëå-ìåíòà E ∈ Tk−1 îò ãðóáàòà ìðåæà, çà êîéòî e ⊂ E. Òîâà ðàçïðåäåëåíèåñòàâà ïîñðåäñòâîì òåãëîâèÿ ïàðàìåòúð t ∈ (0, 1). Äå�èíèðàìå ëîêàëíàòàòðàíñ�îðìàöèîííà ìàòðèöà J

(k)
ε ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

J (k)
ε =




1 s q q
1 q s q
1 q q s

1 s q q
1 q s q
1 q q s

r r r r
r r r r




, (28)
êúäåòî s è q ñà ïàðàìåòðè íà ðàçäåëÿíåòî, à r å ñêàëèðàù ïàðàìåòúð.20



Ôèãóðà 4: Ìàêðîåëåìåíò îò äâà òðèúãúëíèêà ñ îáùà õèïîòåíóçà�ëîáàëíàòà éåðàðõè÷íà ìàòðèöà ïðèåìà áëî÷íîòî äâå-íà-äâå ðàçäåëÿíå
Ã(k) =

∑

ε∈E

J (k)
ε A(k)

ε J (k)
ε

T
=

[
Ã

(k)
11 Ã

(k)
12

Ã
(k)
21 Ã

(k)
22

]
.Ëåìà 3.3.1. Çà éåðàðõè÷íèÿ áàçèñ, äå�èíèðàí ÷ðåç òðàíñ�îðìàöèÿòà(28), å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

Ã
(k)
22 = A(k−1) òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî r =

√
2/2.Ëåìà 3.3.1 ïîêàçâà, ÷å âúâ âòîðèÿ äèàãîíàëåí áëîê íà ïðåäëîæåíîòî éå-ðàðõè÷íîòî ðàçäåëÿíå ñå âúçñòàíîâÿâà ãðà�-ëàïëàñèàíúò íà ãðóáàòà ìðå-æà, êîåòî ïîçâîëÿâà ðåêóðñèâíî ìíîãîíèâîâî îáîáùåíèå çà ïîñëåäîâàòåë-íîñò îò âëîæåíè òðèàíãóëàöèè.Âàðèðàéêè ïàðàìåòðèòå (s, q, t) ïîëó÷àâàìå ñåìåéñòâî éåðàðõè÷íè ðàç-äåëÿíèÿ. Ïî àíàëîãèÿ ñ àíàëèçà â [47℄, ïúðâî ðàçãëåæäàìå êîìáèíàöèÿòà

s = 1, q = −0.5, t = 0.5. Êàòî èçïîëçâàìå Ëåìà 1.3.4 â òîçè ñëó÷àé ïîëó÷à-âàìå îöåíêàòà
γ2 ≤ 0.73 (29)çà êîíñòàíòàòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ.Êàòî ñëåäâàùà ñòúïêà ìîäè�èöèðàìå ïàðàìåòðèòå íà éåðàðõè÷íàòàòðàíñ�îðìàöèÿ ñ öåë ïîäîáðÿâàíå íà îöåíêàòà çà ëîêàëíèòå êîíñòàíòè âóñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ. Âàðèðàìå ñòîéíîñòèòå íà q è t çà s = 1.Íàïðàâåíèÿò àíàëèç ïîêàçâà, ÷å çà q = −0.1 è t = 0.75 ñå äîñòèãà ëîêàëåíìèíèìóì è
γ2 ≤ 0.58. (30)È â äâàòà ðàçãëåäàíè ñëó÷àÿ íà èçáîð íà ïàðàìåòðèòå íà ðàçäåëÿíåòî

(s, q), äîñòàòú÷íîòî óñëîâèå çà îïòèìàëíîñò (14) íà AMLI ìåòîäà å èçïúë-íåíî çà ñòàáèëèçàöèÿ ñ ïîëèíîì îò âòîðà ñòåïåí.21



Â �àçäåë 3.4 å ïðåäëîæåí è èçñëåäâàí ïðåîáóñëîâèòåë çà âîäåùèÿ äèà-ãîíàëåí áëîê â äå�èíèðàíîòî éåðàðõè÷íî ðàçäåëÿíå íà ãðà�-ëàïëàñèàíè.Êîíñòðóêöèÿòà èçïîëçâà ïîëèíîìèàëíà àïðîêñèìàöèÿ íà îáðàòíà ìàòðè-öà, êàòî çàïàçâà ëèíåéíîñòòà â ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñ-ëàâÿíå.Íåêà ðàçãëåäàìå ñèìåòðè÷íàòà ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà ìàòðèöà H ñðàçìåðíîñò n × n. Ìíîæåñòâîòî îò äâîéêèòå �è ñîáñòâåíî ÷èñëî - ñîáñòâåíâåêòîð îçíà÷àâàìå ñ {λi, v̂i}n
i=1, 0 < λ1 ≤ · · · ≤ λn. Öåëòà å äà ïîñòðîèìïîëèíîìèàëíà àïðîêñèìàöèÿ (ïðåîáóñëîâèòåë) C−1 íà H−1 (ò.å. ïðåîáóñ-ëîâèòåë C íà H), òàêà ÷å C−1 = Pν(H), êúäåòî Pν ∈ Pν å ïîëèíîì îòñòåïåí ν, à îòíîñèòåëíîòî ÷èñëî íà îáóñëîâåíîñò κ(C−1H) äà å áëèçî äîåäèíèöà.Òåîðåìà 3.4.1. Íåêà Pν(x) ∈ Pν è íåðàâåíñòâàòà 0 < m ≤ Pν(x)x ≤ mñà â ñèëà çà âñÿêî x â äàäåí èíòåðâàë S, çà êîéòî [λ1, λn] ⊂ S. Òîãàâà

mvT v ≤ vT Pν(H)Hv ≤ mvT v, ∀v ∈ R
n.Öåëòà å äà ïîëó÷èì ìàòðèöà, êîÿòî å áëèçêà äî îáðàòíàòà íàH , Pν(H)H

∼ I, ò.å. Pν(x)x ∼ 1 çà âñÿêî x ∈ S. Íåêà ïðåäïîëîæèì, ÷å |Pν(x)−1/x| < ǫçà âñÿêî x ∈ S = [λmin , λmax ], êúäåòî λmin ≤ λi ≤ λmax , i = 1, . . . , n. Òîãàâà
1 − ǫλmax < Pν(x)x < 1 + ǫλmax . (31)Â îáùèÿ ñëó÷àé, àêî ǫ å äîñòàòú÷íî ìàëêî, èëè åêâèâàëåíòíî, àêî ñòåïåíòà

ν íà ïîëèíîìà å äîñòàòú÷íî ãîëÿìà, òî Pν(x)x > 0 çà âñÿêî x ∈ S, Pν(H)Hå ñèìåòðè÷íà è ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà è
κ(Pν(H)H) <

1 + ǫλmax

1 − ǫλmax
.Ïîäõîäúò, êîéòî ðàçãëåæäàìå â äèñåðòàöèÿòà, å äà èçáåðåì Pν(x) äàáúäå ïîëèíîìà íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå íà x−1 â L∞ íîðìà â êðàéíèÿèíòåðâàë [λmin, λmax], ò.å.

∥∥∥∥
1

x
− Pν

∥∥∥∥
∞,[λmin ,λmax ]

= min
P∈Pν

∥∥∥∥
1

x
− P

∥∥∥∥
∞,[λmin ,λmax ]

= E(ν).�ðåøêàòà íà íàé-äîáðîòî ïîëèíîìèàëíî ïðèáëèæåíèå E(ν) å
E(ν) =

8σθ−ν

(θ − θ−1)2
, σ =

1

λmax − λmin
, a =

λmax + λmin

λmax − λmin
, θ = a +

√
a2 − 1,à çà ïîëèíîìà Pν(x) ñúùåñòâóâà òðè÷ëåííà ðåêóðåíòíà �îðìóëà (âæ. [44℄),êîÿòî èçïîëçâàìå çà ïðåñìÿòàíåòî íà Pν(H).22



Âîäåùèÿò äèàãîíàëåí áëîê Ã
(k)
11 =

∑

ε∈E

Ã
(k)
ε:11 å ñèìåòðè÷íà è ïîëîæèòåë-íî îïðåäåëåíà ìàòðèöà è îïèñàíàòà ïî-ãîðå òåõíèêà çà ïîëèíîìèàëíà àï-ðîêñèìàöèÿ íà îáðàòíàòà �è ìàòðèöà å äèðåêòíî ïðèëîæèìà. Ìèíèìàëíàòàè ìàêñèìàëíà ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè íå çàâèñÿò îò ðàçìåðíîñòòà íà çàäà÷à-òà, åòî çàùî å äîñòàòú÷íî äà íàìåðèì îöåíêè λmin è λmax çà ñîáñòâåíèòåñòîéíîñòè íà âîäåùèÿ äèàãîíàëåí áëîê çà ñðàâíèòåëíî ãðóáà ìðåæà è äàèçïîëçâàìå åäèí è ñúù èíòåðâàë S, à îò òàì è åäèí è ñúù ïîëèíîì Pν(x),çà âñÿêî k = 1, . . . , ℓ.Íåêà èçáåðåì C

(k)
11 = (1 + E(ν)λmax )(Pν (Ã

(k)
11 ))−1 çà ïðåîáóñëîâèòåë íàâîäåùèÿ äèàãîíàëåí áëîê Ã

(k)
11 . Òîãàâà, îò íåðàâåíñòâàòà (31) è Òåîðåìà3.4.1 ñëåäâà, ÷å çà êîíñòàíòàòà ξ â (15) å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

ξ = (1 + E(ν)λmax )/(1 − E(ν)λmax ) − 1. (32)Â �àçäåë 3.5 å ïðîâåäåí ñèñòåìåí ÷èñëåí àíàëèç íà ïðåäëîæåíèòå òåõ-íèêè çà ìíîãîíèâîâî ïðåîáóñëàâÿíå íà ãðà�-ëàïëàñèàíè ñ òåãëà. Ïîñëåäî-âàòåëíî ñà èçñëåäâàíè ñâîéñòâàòà íà éåðàðõè÷íîòî ðàçäåëÿíå è ïîëèíîìè-àëíàòà àïðîêñèìàöèÿ íà âîäåùèòå äèàãîíàëíè áëîêîâå.Êîíñòðóèðàíèÿò AMLI ïðåîáóñëîâèòåë å ðåêóðñèâíî îáîáùåíèå íà äâó-íèâîâ ìåòîä çà äâóíèâîâî ðàçäåëÿíå, êîåòî èìà åäíàêâè ñâîéñòâà íà âñÿêîíèâî. Åòî çàùî â �àçäåë 3.5.1 íàé-íàïðåä ðàçãëåæäàìå ïîâåäåíèåòî íàäâóíèâîâ ìóëòèïëèêàòèâåí ïðåîáóñëîâèòåë. �àçãëåæäàìå äâà ñëó÷àÿ íàñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå íà éåðàðõè÷íîòî ðàçäåëÿíå, (s = 1, q = −0.5)è (s = 1, q = −0.1). È çà äâåòå ïàðàìåòðè÷íè êîìáèíàöèè áðîÿò íà èòå-ðàöèèòå â ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå íå çàâèñè îòðàçìåðíîñòòà íà çàäà÷àòà, à ñàìî îò æåëàíàòà îòíîñèòåëíà ãðåøêà ǫ, êàòîçàâèñèìîñòòà å â ñúîòâåòñòâèå ñ Òåîðåìà 1.2.2.Êàòî ñëåäâàùà ñòúïêà ðàçãëåæäàìå AMLI ïðåîáóñëîâèòåë ñúñ ñòàáè-ëèçèðàù ïîëèíîì îò âòîðà ñòåïåí. Çà ñëó÷àÿ β = 2, êîå�èöèåíòèòå íàïîëèíîìà ìîæåì äà ïðåñìåòíåì ÷ðåç �îðìóëèòå (16), â êîèòî ó÷àñòâàòîöåíêà γest íà êîíñòàíòàòà γ â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ, γ ≤ γest, èêîíñòàíòàòà ξ îò íåðàâåíñòâàòà (15). �àçãëåæäàìå AMLI ìåòîä, ïðè êîéòîñèñòåìèòå ñ âîäåùèòå äèàãîíàëíè áëîêîâå ñå ðåøàâàò òî÷íî, è òàêúâ, ïðèêîéòî âîäåùèòå áëîêîâå ñà ïðåîáóñëîâåíè ÷ðåç òåõíè ñêàëèðàíè äèàãîíàë-íè ÷àñòè. È â äâàòà ñëó÷àÿ ñå íàáëþäàâà ñòàáèëèçàöèÿ íà áðîÿ èòåðàöèè ïîîòíîøåíèå íà ðàçìåðíîñòòà íà çàäà÷àòà. Îòíîñèòåëíîòî ÷èñëî íà îáóñëîâå-íîñò íà AMLI ïðåîáóñëîâèòåëÿ ñå óâåëè÷àâà, êîãàòî ñèñòåìèòå ñ âîäåùèÿäèàãîíàëåí áëîê íå ñå ðåøàâàò òî÷íî, êîåòî âîäè äî ïîâå÷å èòåðàöèè âìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò.Àíàëèçúò íà ÷èñëåíèòå åêñïåðèìåíòè äàâàò îñíîâàíèå äà ñå ïðåäïîëî-æè, ÷å áèõìå ìîãëè äà ïîäîáðèì ìåòîäà çà ñëó÷àÿ (p = 1, q = −0.5), êàòîèçïîëçâàìå èí�îðìàöèÿ îò íàïðàâåíèòå òåñòîâå. Ïîâåäåíèåòî íà äâóíè-âîâèÿ ïðåîáóñëîâèòåë å äîáúð ïðàêòè÷åñêè èíäèêàòîð çà ñâîéñòâàòà íà23



äå�èíèðàíîòî éåðàðõè÷íî ðàçäåëÿíå, à ÷èñëåíèòå òåñòîâå ïîêàçâàò, ÷å ìå-òîäúò íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå ñå äúðæè ïî ìíîãî ïîäîáåííà÷èí çà äâàòà ñëó÷àÿ íà ïàðàìåòðè íà ðàçäåëÿíåòî. Òîâà ïðåäïîëàãà, ÷å èñúîòâåòíèòå ðàçäåëÿíèÿ èìàò áëèçêè ñâîéñòâà. Êà÷åñòâàòà íà ñòàáèëèçèðà-ùèÿ ïîëèíîì ñå âëèÿÿò îò òî÷íîñòòà íà îöåíêàòà γ2
est, ñ êîÿòî ñå ïðåñìÿòàòêîå�èöèåíòèòå (16) è èìà îñíîâàíèå äà ñå äîïóñíå, ÷å èçâåäåíàòà îöåíêà

γ2
est = 0.73 å ïåñèìèñòè÷íà çà ñëó÷àÿ (p = 1, q = −0.5) è âìåñòî íåÿ ìî-æåì äà èçïîëçâàìå ïîëó÷åíàòà çà ñëó÷àÿ (p = 1, q = −0.1), ò.å. γ2

est = 0.58.Ìåòîäúò íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ìíîãîíèâîâ ïðåîáóñëîâèòåë ñ êîå�èöè-åíòè íà ñòàáèëèçèðàùèÿ ïîëèíîì, êîèòî ïðåñìÿòàìå êàòî èçïîëçâàìå òàçèïî-äîáðà îöåíêà, ñå ñõîæäà è AMLI ìåòîäúò ñå ñòàáèëèçèðà çà ïî-ìàëêîèòåðàöèè, êàòî áðîÿò èì ñúîòâåòñòâà íà îöåíêàòà â Òåîðåìà 1.2.2.×èñëåíèòå åêñïåðèìåíòè, ïðåäñòàâåíè â �àçäåë 3.5.2, èìàò çà öåë äàèëþñòðèðàò ñâîéñòâàòà íà ïðåäëîæåíèÿ ïîëèíîìèàëåí ïðåîáóñëîâèòåë çàâîäåùèòå äèàãîíàëíè áëîêîâå â éåðàðõè÷íîòî ðàçäåëÿíå çà ãðà�-ëàïëàñè-àíè. �àçãëåæäàìå ñëó÷àÿ s = 1, q = −0.1, γ2
est = 0.58. Ïðåäëîæåíàòà â òàçèãëàâà êîíñòðóêöèÿ çà ðàçãëåæäàíèòå ñèñòåìè ãàðàíòèðà, ÷å ìàòðèöèòå C

(k)
11ñà ñèìåòðè÷íè ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíè ïðè ñòåïåíè íà ïîëèíîìà ν ≥ 2.Ñõîäèìîñòòà ïðè ν = 3 è ν = 4 å äîñòà ïî-äîáðà îò òàçè çà ν = 2 èìåòîäúò ñå ñòàáèëèçèðà ïî-ðàíî. Òîâà å î÷àêâàí ðåçóëòàò, òúé êàòî E(ν) èñúîòâåòíàòà ñòîéíîñò çà ξ ñà çíà÷èòåëíî ïî-ãîëåìè ïðè ν = 2. Âàæíî å äàîòáåëåæèì, ÷å ξ å ìÿðêà çà òîâà êîëêî äîáðå C

(k)
11 ïðèáëèæàâà Ã

(k)
11 è ñúùîòàêà âëèÿå â çíà÷èòåëíà ñòåïåí íà ñòàáèëèçèðàùèòå ñâîéñòâà íà ïîëèíîìà

Qβ−1. Ïðåîáóñëàâèòåë ñ äèàãîíàëíà àïðîêñèìàöèÿ íà Ã
(k)
11 , çà êîéòî ξ =

6.2, âîäè äî ïî-ìàëúê áðîé èòåðàöèè îò ïðåîáóñëîâèòåë ñ ïîëèíîìèàëíààïðîêñèìàöèÿ îò ñòåïåí ν = 2, êúäåòî ξ = 9.166. Îò äðóãà ñòðàíà, êîãàòîáëîêúò Ã
(k)
11 å ïðåîáóñëîâåí ñ ìàòðè÷åí ïîëèíîì îò ñòåïåí ν = 3 èëè ν = 4,

ξ å çíà÷èòåëíî ïî-ìàëêî, ñúîòâåòíî è èòåðàöèèòå íàìàëÿâàò, êàòî áðîÿòèì íå å ìíîãî ïî-ãîëÿì îò òîçè çà ñëó÷àÿ íà òî÷íî ðåøàâàíå íà ñèñòåìèòåñ âîäåùèÿ äèàãîíàëåí áëîê.Ïîëèíîìúò Pν â àïðîêñèìàöèÿòà çà âîäåùèòå äèàãîíàëíè áëîêîâå âïðåäëîæåíèÿ AMLI ïðåîáóñëîâèòåë å ïîñòîÿíåí, êàòî ïî òîçè íà÷èí ñåîñèãóðÿâà ëèíåéíîñòòà íà ïðîöåñà è îðòîãîíàëíîñòòà íà íàïðàâëåíèÿòàíà òúðñåíå â ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå ñå çàïàç-âà. Ïðàâèì ñúùî òàêà ñðàâíåíèå ñ ìíîãîíèâîâ ïðåîáóñëîâèòåë, ïðè êîéòîâìåñòî ïîëèíîìèàëíàòà àïðîêñèìàöèÿ çà íàìèðàíå íà ïðèáëèæåíî ðåøå-íèå íà ñèñòåìèòå ñ âîäåùèòå äèàãîíàëíè áëîêîâå, èçïîëçâàìå íÿêîëêî âúò-ðåøíè èòåðàöèè ñ ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò. Ïîäîáíè åêñïåðèìåíòèèìàò íÿêîëêî ñïåöè�è÷íè îñîáåíîñòè. Ìåòîäúò íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñåàäàïòèðà àâòîìàòè÷íî, çà äà íàìåðè íàé-äîáðîòî ïðèáëèæåíî ðåøåíèå çàäàäåíà äÿñíà ÷àñò, íî òîâà îçíà÷àâà, ÷å äåéñòâèåòî íà ìàòðè÷íèÿ ïîëèíîì,êîéòî ñúîòâåòñòâà íà îïðåäåëåí áðîé âúòðåøíè èòåðàöèè, ñå ïðîìåíÿ íà24



âñÿêà âúíøíà èòåðàöèÿ íà ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿ-íå. Ïî òîçè íà÷èí ëèíåéíîñòòà íà AMLI ìåòîäà ñå ðàçâàëÿ. Â òàêúâ ñëó÷àéâìåñòî ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå ñå íàëàãà äà ñå èç-ïîëçâà îáîáùåí ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå, ïðè êîéòîäîïúëíèòåëíî íàëîæåíàòà îðòîãîíàëíîñò ñå ïîñòèãà íà öåíàòà íà ïîâå÷åèçïîëçâàíè êîìïþòúðíè ðåñóðñè. Àíàëèçúò íà ïðîâåäåíèòå åêñïåðèìåíòèñúñ ñòàíäàðòåí ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëîâèòåëè ñ îïèñà-íàòà ïî-ãîðå êîíñòðóêöèÿ ñ âúòðåøíè èòåðàöèè ÷ðåç ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿãðàäèåíò íå âîäÿò äî äîáðè ðåçóëòàòè, íå ñå íàáëþäàâà ñòàáèëèçàöèÿ, à âíÿêîè ñëó÷àè ïðîöåñúò íå ñå ñõîæäà.�ëàâà 4. Ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà óðàâíåíèÿòà íà Íàâèå-Ñòîêñ�ëàâà 4 å ïîñâåòåíà íà êîíñòðóèðàíå íà å�åêòèâíè àëãîðèòìè çà íà-ìèðàíå íà ÷èñëåíî ðåøåíèå íà íåñòàöèîíàðíàòà ñèñòåìà îò óðàâíåíèÿ íàÍàâèå-Ñòîêñ, îïèñâàùè òå÷åíèå íà íåñâèâàåì �ëóèä. �åçóëòàòèòå, ïðåäñ-òàâåíè òóê, äåìîíñòðèðàò ïðèëîæåíèå íà ïðåäëîæåíèòå â �ëàâà 2 è �ëàâà 3ìíîãîíèâîâè ìåòîäè â åäíà îò âàæíèòå ïðèëîæíè îáëàñòè íà èç÷èñëèòåë-íàòà ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà, à èìåííî, ÷èñëåíîòî èçñëåäâàíå íà äèíàìèêàíà �ëóèäèòå.Â äèñåðòàöèÿòà ðàçãëåæäàìå òåõíèêà çà ÷èñëåíî ðåøàâàíå íà íåñòà-öèîíàðíàòà ñèñòåìà îò óðàâíåíèÿ íà Íàâèå-Ñòîêñ, êîÿòî èçïîëçâà òàêàíàðå÷åíèÿ ïðîåêöèîíåí ïîäõîä, ïðè êîéòî âìåñòî ñâúðçàíà ñèñòåìà, íàâñÿêà ñòúïêà ïî âðåìåòî ñå ðàçãëåæäàò îòäåëíè çàäà÷è çà ñêîðîñòèòå èíàëÿãàíåòî. Ïðîåêöèîííèòå ìåòîäè çà ïúðâè ïúò ñà ïðåäëîæåíè îò Temamè Chorin, âæ [53℄ è [30℄. Ïîäõîäúò ñå îñíîâàâà íà ïðåäñòàâÿíåòî íà L2 -âåêòîðíè ïîëåòà êàòî äèðåêòíà ñóìà íà áåçäèâåðãåíòíè ïîëåòà è ïîëåòà ñíóëåâà ðîòàöèÿ (âæ. íàïð. [36℄).Â äèñåðòàöèÿòà çà àïðîêñèìàöèÿ íà íåèçâåñòíèòå íà ñêîðîñòèòå u èç-ïîëçâàìå íåêîí�îðìíè ëèíåéíè êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð. Åäíîâàæíî ïðåäèìñòâîòî íà òåçè åëåìåíòè å, ÷å äèâåðãåíöèÿòà íà ïîëåòî íàñêîðîñòèòå å íóëà âúâ âúòðåøíîñòòà íà âñåêè åëåìåíò. Íåèçâåñòíîòî íà-ëÿãàíå p òúðñèì â ïðîñòðàíñòâîòî îò íà ÷àñòè êîíñòàíòíè �óíêöèè. Òîçèèçáîð âîäè äî óñòîé÷èâà, ëîêàëíî êîíñåðâàòèâíà äèñêðåòèçàöèÿ, âæ. íàïð.[31℄ è [21℄.Ïðîåêöèîííàòà ñõåìà, ïðåäñòàâåíà â �àçäåë 4.1, ðàçäåëÿ íåëèíåéíà-òà ñèñòåìà íà Íàâèå-Ñòîêñ íà äâå ëèíåéíè ïîäçàäà÷è. Â �àçäåë 4.2 ðàçã-ëåæäàìå ïîäðîáíî ñòðóêòóðàòà íà ñèñòåìèòå, âúçíèêâàùè íà êîíâåêòèâíî-äè�óçèîííàòà è ïðîåêöèîííàòà ñòúïêè â ïðîåêöèîííèÿ ìåòîä. Ïðåäëàãàìåñúñòàâåí ìíîãîíèâîâ ìåòîä, ïðè êîéòî çà âñÿêà îò òÿõ ñå ïðèëàãà îïòèìàë-íî ìíîãîíèâîâî ïðåîáóñëàâÿíå, êîåòî âîäè äî îáùà îïòèìàëíà å�åêòèâíîñò25



íà ìåòîäà.Êîíâåêòèâíî-äè�óçèîííà ñòúïêà:Íà êîíâåêòèâíî-äè�óçèîííàòà ñòúïêà â ïðîåêöèîííèÿ ìåòîä òðÿáâà äà ñåðåøàò äâå íåçàâèñèìè çàäà÷è îò ïàðàáîëè÷åí òèï çà êîìïîíåíòèòå íà ñêî-ðîñòòà. Ñòðóêòóðàòà íà ìàòðèöèòå íà ñèñòåìèòå íà äâåòå çàäà÷è å åäíàè ñúùà (ñ òî÷íîñò äî äîïúëíèòåëíî íàëîæåíè ãðàíè÷íè óñëîâèÿ) è èìàñëåäíèÿ âèä
A =

1

∆t
M +

1

Re
K.Â äèñåðòàöèÿòà ïðåäëàãàìå çà ðåøàâàíåòî íà òåçè ñèñòåìè äà ñå èçïîëçâàòïðåäñòàâåíèòå â �ëàâà 2 ðîáàñòíè AMLI ïðåîáóñëîâèòåëè çà ïàðàáîëè÷íèçàäà÷è, äèñêðåòèçèðàíè ñ êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð. Íàïîìíÿìå,÷å â òîçè ñëó÷àé îöåíêàòà çà êîíñòàíòàòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØçà DA ðàçäåëÿíå å ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà è íå çàâèñè îò íèâîòî íà ñãúñ-òÿâàíå íà ìðåæàòà, ò.å. íå çàâèñè îò ìðåæîâèÿ ïàðàìåòúð, èëè ìðåæîâàòààíèçîòðîïèÿ íà ïúðâîíà÷àëíàòà ìðåæà.Åêñïåðèìåíòèòå â �àçäåë 2.6 (âæ. îùå [25℄) ïîêàçâàò, ÷å FR ìåòîäúòçà ïàðàáîëè÷íè çàäà÷è èìà ïî-äîáðà ñõîäèìîñò îò òàçè ïðè èçïîëçâàíå íàDA ïðåîáóñëîâèòåë. Îïòèìàëíîñò íà AMLI ìåòîäà çà DA ïðåîáóñëàâÿíåñå ãàðàíòèðà òåîðåòè÷íî ïðè ñòàáèëèçàöèÿ ñ ïîëèíîì îò ñòåïåí β = 3, íî âäèñåðòàöèÿòà ïîêàçâàìå, ÷å íà ïðàêòèêà îïòèìàëåí (èëè ïî÷òè îïòèìàëåí)ðåä íà ñõîäèìîñò ñå íàáëþäàâàò è çà NLAMLI ìåòîä ñ β = 2, êàêòî çà DA,òàêà è çà FR ïðåîáóñëàâÿíå.Ïðîåêöèîííà ñòúïêà:Íà ïðîåêöèîííàòà ñòúïêà òðÿáâà äà ñå ðåøè ñèñòåìà ñúñ ñåäëîâà òî÷êà, ïî-ëó÷åíà ÷ðåç äèñêðåòèçàöèÿ íà ñìåñåíà çàäà÷à êàòî òàçè, ðàçãëåäàíà â �ëàâà3. Ìàòðèöàòà íà ìàñàòà çà êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð å äèàãîíàëíàè èçêëþ÷âàíåòî íà íåèçâåñòíèòå íà ñêîðîñòèòå ìîæå äà ñå èçâúðøè òî÷íî,êàòî ïî òîçè íà÷èí ëîêàëíàòà êîíñåðâàòèâíîñò íà äèñêðåòèçàöèÿòà ñå çà-ïàçâà. �åäóöèðàíàòà çàäà÷à çà íåèçâåñòíèòå íà íàëÿãàíåòî èìà ñèìåòðè÷íàè ïîëîæèòåëíî ïîëóîïðåäåëåíà ìàòðèöà ñúñ ñòðóêòóðà íà ãðà�-ëàïëàñèàíñ òåãëà. Â ñúñòàâíèÿ àëãîðèòúì çà óðàâíåíèÿòà íà Íàâèå-Ñòîêñ èçïîëçâàìåïðåîáóñëîâèòåëÿ çà ñèñòåìè îò òîçè âèä, îïèñàí â �ëàâà 3. Èçâåäåíàòà òàìîöåíêà çà êîíñòàíòàòà â óñèëåíîòî íåðàâåíñòâî íà ÊÁØ çà ïðåäëîæåíîòîéåðàðõè÷íî ðàçäåëÿíå íà ãðà�-ëàïëàñèàí ñ òåãëà å â ñèëà çà ðàâíîìåðíàìðåæà îò ïðàâîúãúëíè òðèúãúëíèöè.×èñëåí àíàëèç íà ñâîéñòâàòà íà ïðåäëîæåíèÿ ñúñòàâåí àëãîðèòúì åïðåäñòàâåí â �àçäåë 4.3. �àçãëåæäàìå çàäà÷àòà çà òå÷åíèå, ïðåäèçâèêàíîîò äâèæåíèå íà áeçêðàåí êàïàê ïî ïîâúðõíîñòòà íà êîíòåéíåð ïúëåí ñ �ëó-èä. Â ëèòåðàòóðà íà àíãëèéñêè åçèê â îáëàñòòà íà äèíàìèêà íà �ëóèäèòå,òàçè çàäà÷à å èçâåñòíà êàòî lid-driven 
avity �ow. Â äèñåðòàöèÿòà ðàçãëåæ-äàìå òðè ñëó÷àÿ íà ÷èñëî íà �åéíîëäñ, Re = 100, Re = 400 è Re = 1000.26



Ôèãóðà 5: Âåêòîðíî ïîëå íà ñêîðîñòèòå ïðè ÷èñëî íà �åéíîëäñ Re = 400
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(ã) t = 20Öåëòà íà ïðîâåäåíèòå åêñïåðèìåíòè å äà ñå àíàëèçèðà ñõîäèìîñòòà íàìíîãîíèâîâèòå ìåòîäè, ïðèëîæåíè ïðè ðåøàâàíå íà ñèñòåìèòå çà äâåòåêîìïîíåíòè íà ñêîðîñòòà è ñèñòåìàòà çà íàëÿãàíåòî â ðàìêèòå íà ñúñ-òàâíèÿ àëãîðèòúì. Ïðè ðåøàâàíåòî íà ïàðàáîëè÷íèòå çàäà÷è èçïîëçâàìåNLAMLI àëãîðèòúì ñúñ ñòàáèëèçàöèÿ ñ β = 2 âúòðåøíè èòåðàöèè è FRïðåîáóñëîâèòåë. Â òîçè ñëó÷àé çà ïðèáëèæåíî ðåøàâàíå íà ñèñòåìèòå ñâîäåùèòå äèàãîíàëíè áëîêîâå èçïîëçâàìå òðè âúòðåøíè èòåðàöèè ñ ìåòîäíà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ îïèñàíèÿ â �àçäåë 2.3 ïðåîáóñëîâèòåë. Çà çàäà-÷àòà çà íàëÿãàíåòî ïðèëàãàìå ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ìíîãîíèâîâïðåîáóñëîâèòåë çà ãðà�-ëàïëàñèàíè, îñíîâàí íà ðàçäåëÿíåòî, ïðåäëîæåíîâ �àçäåë 3.3, è ñòàáèëèçàöèÿ ñ ïîëèíîì îò âòîðà ñòåïåí. Ïîëèíîìúò Pν , ñêîéòî àïðîêñèìèðàìå îáðàòíèòå ìàòðèöè íà âîäåùèòå äèàãîíàëíè áëîêîâåâ éåðàðõè÷íîòî ðàçäåëÿíå íà òàçè ñòúïêà, å îò òðåòà ñòåïåí.Â ñúîòâåòñòâèå ñ òåîðåòè÷íèòå îöåíêè, ïðè ðåøàâàíåòî íà ïàðàáîëè÷-íèòå çàäà÷èòå ïðèëàãàíåòî íà β = 2 âúòðåøíè èòåðàöèè â NLAMLI àë-27



Ôèãóðà 6: Ïîëå íà âèõúðà, Re = 400, t = 20

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Áð. ðà�èíèðàíèÿ ℓ IT (û1) IT (û2) IT (p)Ñð. áð. èòåðàöèè, îòí. ãðåøêà 10−91 4 3.96 16.522 5 4.95 17.973 7 6.93 18.074 8.96 7.92 18.25Òàáëèöà 1: Ïîâåäåíèå íà ñúñòàâíèÿ ìíîãîíèâîâ ìåòîä, Re = 400Ôèãóðà 7: Íîðìà íà âåêòîðèòå îò ïîëåòî íà ñêîðîñòèòå, Re = 400, t = 20
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Áð. ðà�èíèðàíèÿ ℓ IT (û1) IT (û2) IT (p)Ñð. áð. èòåðàöèè, îòí. ãðåøêà 10−91 3 2.97 16.522 4 3.96 17.933 5.97 4.95 18.024 7.07 6.93 18.26Òàáëèöà 2: Ïîâåäåíèå íà ñúñòàâíèÿ ìíîãîíèâîâ ìåòîä, Re = 1000ãîðèòúìà íå îñèãóðÿâà ïúëíà ñòàáèëèçàöèÿ íà îáùèÿ áðîé èòåðàöèè, âæ.êîëîíè IT (û1) è IT (û2) â Òàáëèöè 1-2. Âúïðåêè òîâà, ðàçëèêàòà â ñõîäè-ìîñòòà çà ðàçëè÷íè ðàçìåðíîñòè íà çàäà÷àòà å íåçíà÷èòåëíà, êàòî áðîÿíà èòåðàöèèòå ñå óâåëè÷àâà ñ íå ïîâå÷å îò äâå çà ïîñëåäîâàòåëíè íèâà íàðà�èíèðàíå. Åòî çàùî èçïîëçâàíåòî íà β = 2 â NLAMLI ìåòîäà, âìåñ-òî èç÷èñëèòåëíî ïî-ñêúïèÿ ñëó÷àé β = 3, å îïðàâäàíî. Áðîÿò èòåðàöèèïðè ðåøàâàíå íà ïàðàáîëè÷íèòå çàäà÷è å ïî-ìàëúê ïðè ïî-ãîëåìè ÷èñëàíà �åéíîëäñ. Îáÿñíåíèå íà òîçè �àêò å ïî-ñèëíàòà äèàãîíàëíà äîìèíà-öèÿ íà ñúîòâåòíèòå ìàòðèöè. Ñðåäíèÿò áðîé èòåðàöèè IT (p), íåîáõîäèìèçà ïîñòèãàíå íà æåëàíàòà òî÷íîñò ïðè ðåøàâàíåòî íà ñèñòåìàòà íà ïðî-åêöèîííàòà ñòúïêà â ñúñòàâíèÿ àëãîðèòúì, ñà ïîâå÷å îò èòåðàöèèòå íàêîíâåêòèâíî-äè�óçèîííàòà ñòúïêà. Òðÿáâà äà îòáåëåæèì, îáà÷å, ÷å ðàç-ìåðíîñòòà íà ñèñòåìèòå çà íàëÿãàíåòî å ïî-ìàëêà îò ðàçìåðíîñòòà íà ñèñ-òåìèòå çà ñêîðîñòèòå. Áðîÿò íà èòåðàöèèòå ïðè ðåøàâàíåòî íà çàäà÷àòà çàíàëÿãàíåòî, êàêòî è íàáëþäàâàíàòà â òîçè ñëó÷àé ñòàáèëèçàöèÿ, ñúîòâåò-ñòâàò íà òåîðåòè÷íèòå è ÷èñëåíè ðåçóëòàòè â �ëàâà 3.Ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè çà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèÿòà íàÍàâèå-Ñòîêñ â ñëó÷àÿ íà Re = 400 ñà èëþñòðèðàíè ÷ðåç Ôèãóðè 5 � 7.Íà Ôèãóðà 5 å ïîêàçàíî ñêàëèðàíîòî âåêòîðíî ïîëå çà ðàçëè÷íè ñòúïêè ïîâðåìåòî, ñ öåë äà ñå äåìîíñòðèðà èçìåíåíèåòî íà ïðî�èëà íà òå÷åíèåòî.Ïðè t = 5 ñå íàáëþäàâà çàâèõðÿíå â ëåâèÿ äîëåí úãúë íà êîíòåéíåðà. Ïðè
t = 10 â äåñíèÿ äîëåí úãúë ñå î�îðìÿ îùå åäèí âèõúð , êîéòî ñå äîðàç-âèâà ïðè t = 15 è t = 20. Íà Ôèãóðà 6 å ïðåäñòàâåíà äðóãà âèçóàëèçàöèÿíà òå÷åíèåòî ïðè t = 20, òîçè ïúò ÷ðåç ïîëåòî íà âèõúðà. Ñòîéíîñòèòå íàíîðìàòà íà âåêòîðèòå îò ïîëåòî íà ñêîðîñòèòå íà ïîñëåäíàòà ñòúïêà ïîâðåìåòî ñà ïîêàçàíè íà Ôèãóðà 7. Êàêòî ñå âèæäà, ñêîðîñòòà å íàé-ãîëÿìàáëèçî äî êàïàêà.Àâòîðñêà ñïðàâêàÎñíîâíèòå íàó÷íè ïðèíîñè íà íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ ñà:1. Èçñëåäâàí å ìíîãîíèâîâ ìåòîä çà äâóìåðíè ëèíåéíè ïàðàáîëè÷íè29



çàäà÷è, äèñêðåòèçèðàíè ñ íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð. Ïîëó÷åíà å íîâà ðàâíîìåðíà îöåíêà çà êîíñòàíòàòà â óñèëå-íîòî íåðàâåíñòâî íà Êîøè-Áóíÿêîâñêè-Øâàðö çà éåðàðõè÷íî ðàçäå-ëÿíå ÷ðåç DA ìåòîä çà ìàòðèöàòà íà ìàñàòà. Íàïðàâåíî å îáîáùåíèåíà ïîëó÷åíèÿ ðåçóëòàò è ñà ïðåäëîæåíè äâà ïîäõîäà çà êîíñòðóèðàíåíà îïòèìàëíè ìíîãîíèâîâè ïðåîáóñëîâèòåëè îñíîâàíè íà DA ðàçäå-ëÿíå íà ìàòðèöàòà íà äèñêðåòèçèðàíàòà ïàðàáîëè÷íà çàäà÷à.2. Ïîëó÷åíà å õàðàêòåðèçàöèÿ íà ðîáàñòíè ìíîãîíèâîâè ìåòîäè çà ïà-ðàáîëè÷íè çàäà÷è, äèñêðåòèçèðàíè ñ êîí�îðìíè åëåìåíòè íà Êóðàíòè íåêîí�îðìíè åëåìåíòè íà Êðîçå-�àâèàð. Èçñëåäâàíî å âëèÿíèåòîíà ìðåæîâàòà àíèçîòðîïèÿ âúðõó êà÷åñòâàòà íà ñúîòâåòíèòå éåðàð-õè÷íè ðàçäåëÿíèÿ.3. �àçãëåäàí å ïîäõîä çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè, ïîëó÷åíè ïðè äèñêðåòè-çàöèÿ ñ íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè íà åëèïòè÷íè çàäà÷è â ñìå-ñåíà �îðìà. Ïîäõîäúò ñâåæäà çàäà÷àòà äî ñèñòåìà ñ ìàòðèöà ñúññòðóêòóðà íà ãðà�-ëàïëàñèàí ñ òåãëà. Ïðåäëîæåíî å éåðàðõè÷íî ðàç-äåëÿíå çà òàêúâ òèï çàäà÷è, îñíîâàíî íà ñïåöèàëíî äå�èíèðàíè ìàê-ðîåëåìåíòè, àñîöèèðàíè ñúñ ñòðàíè íà òðèúãúëíèöè îò ãðóáà ìðåæà.Ïîëó÷åíà å ðàâíîìåðíà îöåíêà çà êîíñòàíòàòà íà ÊÁØ â ñëó÷àÿ íàðàâíîìåðíà òðèàíãóëàöèÿ ñ ïðàâîúãúëíè åëåìåíòè.4. �àçðàáîòåíà å ïîëèíîìèàëíà àïðîêñèìàöèÿ çà ñèìåòðè÷íè ïîëîæè-òåëíî îïðåäåëåíè ìàòðèöè ñ ïîìîùòà íà ïîëèíîìà íà íàé-äîáðî ïðèá-ëèæåíèå íà x−1 â L∞ íîðìà â êðàåí èíòåðâàë. Èçâåäåíà å îöåíêà çàîòíîñèòåëíîòî ÷èñëî íà îáóñëîâåíîñò íà òàêà ïîëó÷åíèÿ ïðåîáóñëî-âèòåë. Ïîäõîäúò å ïðèëîæåí çà àïðîêñèìèðàíå íà âîäåùèòå äèàãî-íàëíè áëîêîâå â ìíîãîíèâîâà �àêòîðèçàöèÿ íà ãðà�-ëàïëàñèàíè ñòåãëà. Èçñëåäâàíè ñà ñâîéñòâàòà íà ïîëó÷åíèÿ ìíîãîíèâîâ ìåòîä âñëó÷àÿ íà ðàâíîìåðíà òðèàíãóëàöèÿ ñ ïðàâîúãúëíè åëåìåíòè.5. Ïðåäëîæåí å îïòèìàëåí ñúñòàâåí ìíîãîíèâîâ ìåòîä çà ðåøàâàíå íàíåñòàöèîíàðíèòå óðàâíåíèÿ íà Íàâèå-Ñòîêñ çà ñëó÷àÿ íà óñòîé÷èâà,ëîêàëíî êîíñåðâàòèâíà äèñêðåòèçàöèÿ ñ íåêîí�îðìíè êðàéíè åëå-ìåíòè. Ìåòîäúò ñå îñíîâàâà íà ìíîãîíèâîâî ïðåîáóñëàâÿíå íà ñèñ-òåìèòå, âúçíèêâàùè íà êîíâåêòèâíî-äè�óçèîííàòà è ïðîåêöèîííàñòúïêè â ïðîåêöèîíåí ìåòîä.6. Ïðîãðàìíî ñà ðåàëèçèðàíè èçñëåäâàíèòå ìåòîäè è àëãîðèòìè. Ïðî-âåäåíèòå ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè ïîòâúðæäàâàò òÿõíàòà èç÷èñëèòåëíàå�åêòèâíîñò çà âàæíè êëàñîâå çàäà÷è ñ ãîëÿìà ðàçìåðíîñò.30



ÁëàãîäàðíîñòèÏîäíàñÿì íàé-ñúðäå÷íà áëàãîäàðíîñò íà íàó÷íèÿ ñè ðúêîâîäèòåë ïðî�.äìí Ñâåòîçàð Ìàðãåíîâ çà ïîñòîÿííîòî âíèìàíèå, ñúäåéñòâèåòî, êàêòî èïîëçîòâîðíàòà ñúâìåñòíà ðàáîòà ïî ðàçðàáîòâàíèòå òåìè.Äúëáîêî ñúì áëàãîäàðíà íà äîö. Ìàÿ Íåé÷åâà, ä-ð Èâàí �åîðãèåâ,ä-ð Johannes Kraus, ïðî�. Ëþäìèë Çèêàòàíîâ è ïðî�. Ïåòúð Ìèíåâ çàîêàçàíàòà ïîìîù è ïîëåçíèòå äèñêóñèè íà ðàçëè÷íè åòàïè îò ðàáîòàòàïî äèñåðòàöèÿòà. Ñúùî òàêà áëàãîäàðÿ è íà êîëåãèòå îò ÈÈÊÒ-ÁÀÍ çàïîäêðåïàòà è ñòèìóëèðàùàòà òâîð÷åñêà àòìîñ�åðà.Áëàãîäàðíà ñúì çà îêàçàíàòà ïîäêðåïà â ðàìêèòå íà öèòèðàíèòå íà-ó÷íè ïðîåêòè ÄÎ02-115/2008, ÄÎ02-147/2008, ÄÎ02-338/2008 è VU-MI-202/2006 êúì �îíä "Íàó÷íè èçñëåäâàíèÿ"è Finite element pre
onditionersfor algebrai
 problems as arising in modelling of multiphase mi
rostru
turesêúì Swedish Resear
h Coun
il.Èçêàçâàì ñïåöèàëíè áëàãîäàðíîñòè íà ñåìåéñòâîòî ñè çà ïîñòîÿííàòàïîäêðåïà. �àáîòàòà ïî äèñåðòàöèÿòà ïîñâåùàâàì íà áàùà ñè.Ëèòåðàòóðà[1℄ Á. Áîÿíîâ, Ëåêöèè ïî ÷èñëåíè ìåòîäè, Äàðáà, 1995.[2℄ Áë. Ñåíäîâ, Â. Ïîïîâ, ×èñëåíè ìåòîäè I, II, Ñî�èÿ, ½Íàóêà è èçêóñ-òâî�, 1978.[3℄ �. Ñòðåíã, Äæ. Ôèêñ, Òåîðèÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, Ìîñêâà,½Ìèð�, 1977.[4℄ D. N. Arnold, F. Brezzi,Mixed and non
onforming �nite element methods:implementation, postpro
essing and error estimates, RAIRO, Model.Math. Anal. Numer., 19 (1985), 7�32.[5℄ B. Ayuso de Dios and L. Zikatanov,Uniformly 
onvergent iterative methodsfor dis
ontinuous Galerkin dis
retizations, SIAM J. S
i. Comput. 40(2009), 4-36.[6℄ O. Axelsson, A Generalized Conjugate Gradient, Least Square Method,Numer. Math. 51 (1987), pp. 209�227.[7℄ O. Axelsson, Iterative solution methods, Cambridge, University press,1994.[8℄ O. Axelsson, Stabilization of algebrai
 multilevel iteration methods;additive methods, Numeri
al Algorithms 21 (1999), 23�47.31



[9℄ O. Axelsson, V. Barker, Finite element solution of boundary valueproblems: Theory and 
omputations, A
ademi
 Press, 1983.[10℄ O. Axelsson, R. Blaheta, M. Neyt
heva, A bla
k-box generalized 
onjugategradient minimum residual method based on variable pre
onditioners andlo
al element approximations, TR 2007-033, Institute for InformationTe
hnology, Uppsala University, 2007.[11℄ O. Axelsson and I. Gustafsson, Pre
onditioning and two-level multigridmethods of arbitrary degree of approximations, Math. Comp. 40 (1983),219�242.[12℄ O. Axelsson, S. Margenov,On multilevel pre
onditioners whi
h are optimalwith respe
t to both problem and dis
retization parameters, ComputationalMethods in Applied Mathemati
s, 3(1) (2003), 6�22.[13℄ O. Axelsson and M. Neyt
heva, Algebrai
 multilevel iterations for Stieltjesmatri
es, Num. Lin. Alg. Appl. 1 (1994), 213�236.[14℄ O. Axelsson, M. Neyt
heva, Pre
onditioned methods for linear systemsarising in 
onstrained optimization problems, Numer. Linear Algebra Appl.10 (2003) 3�31.[15℄ O. Axelsson and A. Padiy, On the additive version of the algebrai
multilevel iteration method for anisotropi
 ellipti
 problems, SIAM J. S
i.Comput. 20 (1999), 1807�1830.[16℄ O. Axelsson and P.S. Vassilevski, Algebrai
 multilevel pre
onditioningmethods I, Numer. Math. 56 (1989), 157�177.[17℄ O. Axelsson, P.S. Vassilevski, Algebrai
 multilevel pre
onditioning methodsII, SIAM J. Numer. Anal., 27 (1990), 1569-1590.[18℄ O. Axelsson and P.S. Vassilevski, A bla
k box generalized 
onjugategradient solver with inner iterations and variable-step pre
onditioning,SIAM J. Matrix Anal. Appl. 12 (1991), 625�644.[19℄ O. Axelsson and P.S. Vassilevski, Variable-step multilevel pre
onditioningmethods, I: Self-adjoint and positive de�nite ellipti
 problems, Num. Lin.Alg. Appl. 1 (1994), pp. 75�101.[20℄ R. Bank and T. Dupont, An optimal order pro
ess for solving �nite elementequations, Math. Comp. 36 (1981), 427�458.[21℄ B. Bejanov, J. Guermond and P. Minev, A lo
ally div-free proje
tions
heme for in
ompressible �ows based on non-
onforming �nite elements,Int. J. Numer. Meth. Fluids, 49, 2005, 239-258.32



[22℄ G. Ben
heva, I. Georgiev, S. Margenov, Two-lewel pre
onditioningof Crouzeix-Raviart anisotropi
 FEM systems, Large-S
ale S
ienti�
Computing, Springer LNCS, 2907 (2004), 76�84.[23℄ R. Blaheta, S. Margenov, M. Neyt
heva, Uniform estimate of the 
onstantin the strengthened CBS inequality for anisotropi
 non-
onforming FEMsystems, Numer. Linear Algebra Appl., 11 (2004), 309�326.[24℄ R. Blaheta, S. Margenov, M. Neyt
heva, Robust optimal multilevelpre
onditioners for non-
onforming �nite element systems, Numer. Lin.Alg. Appl., 12(5-6) (2005), 495�514.[25℄ P. Boyanova, S. Margenov, M. Neyt
heva, Robust AMLI Methods forParaboli
 Crouzeix-Raviart FEM Systems, Journal of Computational andApplied Mathemati
s, 235(2) (2010), 380�390.[26℄ D. Braess, Finite Elements: Theory, Fast Solvers, and Appli
ations in SolidMe
hani
s. Cambridge University Press, 2001, Se
ond Edition.[27℄ J. Bramble, Multigrid methods, Longman S
ienti�
 & Te
hni
al, 1993.[28℄ S. Brenner, L. S
ott, The mathemati
al theory of �nite element methods,Springer-Verlag, 1994.[29℄ F. Brezzi, M. Fortin, Mixed and hybrid �nite element methods , Springer-Verlag, New York, Berlin, Heidelberg, 1991.[30℄ A.J. Chorin, Numeri
al solution of the Navier�Stokes equations,Mathemati
s of Computation 1968; 22:745 �762.[31℄ M. Crouzeix, P.-A. Raviart, Conforming and non-
onforming �niteelement methods for solving the stationary Stokes equations, RAIRO Anal.Num�er. 7 R-3 (1973), 33�76.[32℄ V. Eijkhout, P. Vassilevski, The role of the strengthened Cau
hy-Bunyakowski-S
hwarz inequality in multilevel methods, SIAM Review 33(1991), 405�419.[33℄ R. Fedorenko, On a relaxation method for solving dis
rete ellipti
equations, J. Comp. Math. and Math. Phys., 1-5 (1961), 922�927.[34℄ I. Georgiev, J. Kraus, S. Margenov, Multilevel pre
onditioning of 2DRanna
her-Turek FE problems; additive and multipli
ative methods,pp. 56�64. Springer LNCS 4310, 2007.[35℄ I. Georgiev, J. Kraus, S. Margenov, Multilevel pre
onditioning of rotatedbilinear non-
onforming FEM problems, Comput. Math. Appl. 55 (2008),2280�2294. 33



[36℄ V. Girault, P.-A. Raviart, Finite Element Methods for Navier�StokesEquations, Springer Series in Computational Mathemati
s (Theory andAlgorithms). Springer, Berlin, 1986.[37℄ G.H. Golub and C.F. van Loan,Matrix Computations. The Johns HopkinsUniversity Press, 1989.[38℄ W. Ha
kbus
h, Multi-Grid Methods and Appli
ations, Springer-Verlag,1985.[39℄ X. He, M. Neyt
heva, S. Serra Capizzano, On an augmentedLagrangian-based pre
onditioning of Oseen type problems , BIT Numeri
alMathemati
s, DOI: 10.1007/s10543-011-0334-4.[40℄ J. Kraus, An algebrai
 pre
onditioning method for M-matri
es: Linearversus nonlinear multilevel iteration, Num. Lin. Alg. Appl. 9 (2002), 599�618.[41℄ J. Kraus and S. Margenov, Multilevel methods for anisotropi
 ellipti
problems, Le
tures on Advan
ed Computational Methods in Me
hani
s,Radon Series Comp. Appl. Math., 1 (2007), 47�87.[42℄ J. Kraus, S. Margenov, Robust Algebrai
 Multilevel Methods andAlgorithms, Radon Series on Computational and Applied Mathemati
s,5, de Gruyter, 2009.[43℄ J. Kraus, S. Margenov and J. Synka, On the multilevel pre
onditioningof Crouzeix-Raviart ellipti
 problems, Num. Lin. Alg. Appl., 15 (2008),395�416.[44℄ J. Kraus, V. Pillwein, and L. Zikatanov, Algebrai
 multilevel iterationmethods and the best approximation to 1/x in the uniform norm, RICAM-Report No. 2009-17.[45℄ J. Kraus and S. Tomar, A multilevel method for dis
ontinuous Galerkinapproximation of three-dimensional anisotropi
 ellipti
 problems, Num.Lin. Alg. Appl. 15 (2008), 417�438.[46℄ J. Kraus and S. Tomar, Multilevel pre
onditioning of ellipti
 problemsdis
retized by a 
lass of dis
ontinuous Galerkin methods, SIAM J. S
i.Comput. 30 (2008), pp. 684�706.[47℄ R. Lazarov and S. Margenov, CBS 
onstants for multilevel splittingof graph-Lapla
ian and appli
ation to pre
onditioning of dis
ontinuousGalerkin systems, J. Complexity, 23(4-6) (2007), 498-515.34



[48℄ R. Lazarov, P.S. Vassilevski, and S. Margenov, Solving ellipti
 problemsby the domain de
omposition method using pre
ondition matri
es derivedby multilevel splitting of �nite element matrix, Pro
eedings of the 1st Int.Conf. on Super
omputing (Gree
e) (1987), 826�835.[49℄ J. F. Maitre and F. Musy, The 
ontra
tion number of a 
lass of two-levelmethods; an exa
t evaluation for some �nite element subspa
es and modelproblems, Le
t. Notes Math. 960 (1982), 535�54.[50℄ S. Margenov and J. Synka, Generalized aggregation-based multilevelpre
onditioning of Crouzeix-Raviart FEM ellipti
 problems, RICAM,Report, Linz, 2006. No. 2006-23.[51℄ Y. Notay, Flexible 
onjugate gradients, SIAM J. S
i. Comput. 22 (2000),pp. 1444�1460.[52℄ Y. Saad, Iterative methods for sparse linear systems , PWS PublishingCompany, Boston, 1996.[53℄ R. Temam, Sur l'approximation de la solution des �equations deNavier�Stokes par la m�ethode des pas fra
tionnaires ii, Ar
hive forRational Me
hani
s and Analysis 1969; 33:377�385.[54℄ P.S. Vassilevski, On two ways of stabilizing the hierar
hi
al basis multilevelmethods, Siam Review 39 (1997), 18�53.[55℄ P.S. Vassilevski, Multilevel Blo
k Fa
torization Pre
onditioners: Matrix-based Analysis and Algorithms for Solving Finite Element Equations,Springer, 2008.

35


